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GIỚI HẠN DÃY SỐ 

A. LÝ THUYẾT 

I. DÃY SÓ CÓ GIỚI HẠN 0 . 

1. Định nghĩa 

Ta nói rằng dãy số (u n ) có giới hạn 0 ( hay có giới hạn là 0) nếu với mồi số dương nhỏ tùy ý cho 

trước, mọi số hạng của dãy số, kể từ một số hạng nào đó trở đi, đều có giá trị tuyệt đối nhỏ hơn số 
dương đó. 

Kí hiệu: lim u n = 0. 

Nói một cách ngắn gọn, limw n = 0 nếu \u n \ có thể nhỏ hơn một số dương bé tùy ý, kể từ số hạng 
nào đó trở đi. 

Từ định nghĩa suy ra rằng: 

a) lim« B = 0 <íí> lim|ư n 1 = 0. 

b) Dãy số không đổi (u n ), với u n = 0, có giới hạn là 0 . 

c) Dãy số ịu n ) có giới hạn là 0 nếu u n có thể gần 0 bao nhiêu cũng được, miễn là n đủ lớn. 

2. Một số dãy số có giới hạn 0 
Định lí 4.1 

Cho hai dãy số ịu n ) và ịv n ). 

Neu |M n |<v n với mọi nvà limv„ =0 thì lim« n =0. 

Định lí 4.2 

Nếu \q <1 thì lim ợ" = 0. 

Người ta chứng mình được rằng 

a) lim-Ị= = 0. 

sln 

b) lim-Ị= = 0 

4Jn 

c) lim —r = 0 với mọi số nguyên dương k cho trước. 

n 

Trường họp đặc biệt: lim — = 0. 

n 

n k 

d) lim-— = Ovới mọi k eN* và mọi a > 1 cho trước. 

a n ' v 

II. DÃY SÓ CÓ GIỚI HẠN HỮU HẠN. 

1. Định nghĩa 

Ta nói rằng dãy số ( u n ) có giới hạn là số thực L nếu lim(ỉ/ n — L) = 0. 

Kí hiệu: lim« n = L. 

Dãy số có giới hạn là một số thực gọi là dãy số có giới hạn hữu hạn. 

a) Dãy số không đổi (u n ) với u n = c , có giới hạn là c . 

b) limn n = L khi và chỉ khi khoảng cách \u n -L|trên trục số thực từ điểm u n đến L trở nên nhỏ 
bao nhiêu cũng được miễn là n đủ lớn; nói một cách hình ảnh, khi n tăng thì các điểm u n “ 
chụm lại” quanh điểm L . 
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c) Không phải mọi dãy số đều có giới hạn hữu hạn. 

2. Một số định lí 
Định lí 4.3 


Giả sử lim w n = L. Khi đó 

a) lim|w n 1 = \L và limịỊũ^ = ị[Z. 

b) Neu u n > 0 với mọi n thì L >0 và lim^ 

^=VZ. 

Định lí 4.4 


Giả sử lim w n = L , limv„ = M và c là một hằng số. Khi đó 

a) lim (u n +v n ) = L+M . b)lim (u n -v n ) = L-M . 

c)lim (u n v n ) = LM. D) lim(cw n ) = cL. 

e) lim l — = ~r 7 (nếu M ^ 0). 

Ỵn M _ 

3. Tổng của cấp số nhân lùi vô hạn 
Định nghĩa 

Cấp số nhân lùi vô hạn là cấp số nhân có công bội q thỏa ịqị < 1. 

Công thức tính tổng của cấp số nhân lùi vô hạn: 

s =u 1 + u x q + u J q2 + ... = —— í — 

1 -q 

III. DÃY SÓ CÓ GIỚI HẠN VÔ cực. 

1. Dãy số có giới hạn +00 

Ta nói rằng dãy số (u n ) có giới hạn +C 0 nếu với mồi số dương tùy ý cho trước, mọi số hạng của 
dãy số, kể từ một số hạng nào đó trở đi, đều lớn hơn số dương đó. 

Kí hiệu: lim« n =+ 00 . 

Nói một cách ngắn gọn, limw n = +conếu u n có thể lớn hơn một số dương lớn tùy ý, kể từ số hạng 
nào đó trở đi. 

Người ta chứng minh được rằng: 

a) lim^ = +oo. 

b) ]im^fũ~ = +oo 

c) limn 1 = +CO với một số nguyên dương k cho trước. 

Trường họp đặc biệt: limn = +oo. 

d) lim q n = +00 nếu q > 1. 

2. Dãy số có giới hạn -00 

Ta nói rằng dãy số (u n ) có giới hạn -00 nếu với mồi số âm tùy ý cho trước, mọi số hạng của dãy 
số, kể từ một số hạng nào đó trở đi, đều nhỏ hơn số âm đó. 

Kí hiệu: limw n =- 00 . 

Nói một cách ngắn gọn, limw n = -oonếu u n có thể nhỏ hơn một số âm nhỏ tùy ý, kể từ số hạng 
nào đó trở đi. 

Nhận xét: 

a) limư n = ^30 <=> ]im[-u n ) = 400 . 
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b) Nếu limlư 1 = +oothì \u n \ trở nên lớn bao nhiêu cũng được miễn n đủ lớn. Đo đó — = -—- trở 

U n hl 

nên nhỏ bao nhiêu cũng được, miễn n đủ lớn. Nói cách khác, nếu lim|w n I = +x> thì lim — = 0 . 

U n 

Định lí 4.5 



3. Một vài quy tắc tìm giới hạn vô cực 
Quy tắc 1 

Nếu limu n = ±00 và limv n = ±00 thì lim(w n v n ) được cho trong bảng sau: 


limu „ 

limv „ 


+00 

+00 

+00 

+00 

—00 

—00 

—00 

+00 

—00 

—00 

—00 

+00 


Quy tắc 2 

Neu limu„ = ±00 và limv n = L ^ 0 thì lim(w v (Ị ) được cho trong bảng sau: 


limu„ 

Dấu của L 

] im ( u n v n ) 

+00 

+ 

+00 

+00 

- 

—00 

—00 

+ 

—00 

—00 

- 

+00 


Quy tắc 3 

Neu limu„ = L ^ 0 và limv n =0 và v„ > 0 hoặc v n < 0 kể từ một số hạng nào đó trở đi thì 
lim— được cho trong bảng sau: 

v n 


Dấu của L 

Dấu củav H 

lim — 

v n 

+ 

+ 

+00 

+ 

- 

—00 

- 

+ 

—00 

- 

- 

+00 


B. CÁC DẠNG TOÁN VÈ GIỚI HẠN DÃY SỐ 

DẠNG 1. TÍNH GIỚI HẠN DẪY s Ó CHO BỞI CÔNG THỨC 

Câu 1: limỊn 3 - 2n + 1) bằng 

A. 0 . B. 1 . c. -00 . D. + 00 . 

Đáp án D. 


Lời giải 


















Hội toán Bắc Nam 


Câu 2: 


Câu 3: 


Câu 4: 


Ví dụ 5: 


Ví dụ 6: 


Chuyên đề giói hạn và liên tục 

„ ( 2 1 3 

Ta có: n 3 -2n + l = n 3 1-4 + 4 
^ n n ) 


í 


Vì limn 3 =+co vàlim 


1 


1 _ ~2 + 3 

n n) 


= 1 > 0 nên theo quy tắc 2, limỊo 3 - 2n + l) = +oo 


limỊ5ư-n 2 +l) bằng 

A. + 00 . B. -co. c. 5. 

Hướng dẫn giải 

Chọn B. 


D. -1. 


Ta có 5n - n 2 +1 = n 2 


Vì limn 2 — +CO và lim 


5 1 


-1 + - + 


í 


n n J 

5 1 


\ 


V n n J 


= -1 < 0 nên lim(5ft - rc 2 +1) = -00 (theo quy tắc 2). 


limu n , với u n = 

A. 0. 

Chọn B. 

Ta có: limw„ = lim 


5n 2 + 3n-7 


n 


bằng: 


B. 5. c. 3. 

Hướng dẫn giải 


D. -7. 


r 5n 2 3n l' 

„2 „2 „2 

n n n 



í 3 7 3 

= lim 

5h- — 


V n n ) 


= 5. 


2 n 2 —3n 2 +n + 5 ì 

lim u n , với u n = - 3 2 — — băng 


A. -3. 


n 3 -n 2 +7 

B. 1. 


c. 2 . 


D. 0. 


Hướng dẫn giải 


Chọn c. 

Chia cả tử và mẫu của phân thức cho n 3 (n 3 là lũy thừa bậc cao nhất của n trong phân thức), ta 


o 3,1,5 

2 _ ““ + 4 + 4 __ _ f 

được: u n =- - - - . Vì lim 

n n 

1 . 2n 3 —3 ỉĩ +U + 5 2 

lim- , —r—— — = - = 2. 

n 3 -n 2 + 7 1 


Giới hạn của dãy số {u n \ với u n = 

A. 1. B. 0. 


0 3.15 

2-- + -T + -T 


\ 

( 17 3 

= 2 và lim 

1--+4 


V n n J 


= 1+0 nên 


n + 2n +1 


n^ + 3n 3 + 5n 2 + 6 

c. +GO. 

Hướng dẫn giải 


bằng 


D. 


Chọn B. 

Chia cả tử và mẫu của phân thức cho n 4 ( n là bậc cao nhất của n trong phân thức), ta được 

1 2 J_ 

hmư„ = lim T ^ 3+ , 2n+ ! =lim =- = 0. 


ĨI + 3 ĨI + 5 n + 6 


3,3,56 1 

1 + “ + “2 +73 

n n n 


Giới hạn của dãy số {u n ) với u n = 


3rì + 2n -1 
2n 2 —n 


, bằng 
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3 


A. 


B. 0. 


c. +oo. 
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Hướng dẫn giải 

Chọn c. 

Chia cả tử và mẫu cho n 2 ( n 2 là lũy thừa bậc cao nhất của n trong mẫu thức) , ta được 


Ví dụ 7: lim 


3n 3 + 2n — 1 
2 n 2 -n 

sin(n!) 
n 2 +1 


3 n + --\ 
n n 


1 


n 


. Vậy lim u n =hm 


í 3n^ 




= +QO . 


bằng 


A. 0. 


Chọn A. 

sin(n!) 


Ta có 


n 2 +ỉ 


< 


n 2 +\ 


B. 1. c. +oo. 

Hướng dẫn giải 

mà lim Ậ = 0 nên chọn đáp án A. 
n 2 +1 


D. 2. 


n( 

n + 

A. -1. 


Chọn D. 

Ta có 

(- 


bằng 


B. 1. 


c. +GO. 


D. 0. 


Hướng dân giải 


(- 1 )" 
ì;™ V ) 


1 . 1 _ 1 1 n 

-— < — = —r- mà lim — = 0 nên suy ra lim 

n(n + 1 ) n.n n n n(n + 1 ) 


= 0 


Ví dụ 9: Tính giới hạn I = limỊVn 2 -2n + 3 -nj 


A. 1 = 1. 


B. /=-l. 


c. / = 0. 


D. I — + 00 . 


Hướng dẫn giải 


Chọn B. 

Ta có / = limỊ\//7 2 -2/7 + 3 — /?j = lim 


[4n 2 -2ft + 3 -njị4n 2 -2n + 3 + n\ 


sỊn 2 -2ft + 3 + n 


= lim 


(n 2 -2n + 3)-n 2 -2 n + 3 

im V 4 - = lim —- 

Vft 2 -2n + 3+ft yn 2 -2n + 3 + n 


= lim- 


-2+4 

n 


I, 2 3 4 + 1 

i-^+4+i 

í n n 


= -l. 


Ví dụ 10: Mmịn-sỊíĩỉr' +3n + 2j bằng: 

A. +oo. B. - 00 . 

Chọn B. 


c. - 1 . 


D. 0. 


Hướng dẫn giải 


\ 

í 

1 3 2 1 

= lim n 


'8+4+4 

/ 

l V 

n n J 


Vì lim /7 = + 00 , lim 


1-3/8+4+4 
V n n 


= 1 — ị/s = — 1 < 0 nên hmỊn-^n 2 + 3n + 2j = - 00 . 
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Ví dụ 11: lim [n 2 -nsỊÃn + l\ bằng: 

A. —1. B. 3. c. +oo. 

Hướng dẫn giải 
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D. - 00 . 


Chọn c. 

Ta có n 2 -nsỊÃn + ĩ = n 2 


1-^-4 

V n n 


+oo và lim 

r 

[rnn 

1-J 

'—+— 


l V 

n n J 


= 1 > 0 nên theo quy tắc 2, limỊn 2 -n^/4n+ĩj = + 00 . 


Ví dụ 12. limỊn-^/n 3 +3n 2 + 1 j bằng : 


A. -1. 


B. 1. 


D. - 00 . 


c. + 00 . 

Hướng dẫn giải 

Chọn A. 

Ta tiến hành nhân chia với biểu thức liên hợp (bậc ba) của n-ịfn 3 +3« 2 +1 


lim [n-lỊn 3 +3 n 2 +1 j = lim 


-3-Ậ 
= lim- - — 1 

1, Ji 3, 1 , Jfi, 3 , 1 Ỵ 

V n n 3 ]/{ n n 3 ) 

Ví dụ 13. limỊVtt 2 +tt + l--\/n 3 +3tt+2j bằng : 

Ả. ị. B. 0. 

2 

Chọn A. 


iêu thức liên hợp (bậc ba) của n—sjn + 
n 3 - (n 3 + 3n 2 +l) 

n 2 + nịfn 3 + 3ft 2 +1 + ịịịn 3 + 3ft 2 + ĩỷ j 


= -l. 


c. +00 . 

Hướng dẫn giải 


D. — 00 . 


limỊ^ + ÌI +1 —^Ịỹi + 3 TI + 21 — lim ị^sỊĩi + ĨI +1—/ĩỊ + Ị/ 1 — + 3 /1 + 2 Ị 

Ví dụ 14. hm(5"-2") bằng: 


2 


A. - 00 . 

Chọn c. 

Ta có 5"-2" =5” 


B. 3. 


c c 2V^ 


c. +00. 

Hướng dẫn giải 


D. 


Ta có 5"-2" =5” 1-í!] 

V J 

Vì lim5 w — +00 và lim 1- Ẹ 

l 

Ví dụ 15. lim(3.2" +1 -5.3” +7 n) bằng : 

A. —00. B. +00. 

Chọn A. 


= 1 > 0 nên theo quy tắc 2, lim(5" — 2" ì = +00 


c. 3. 

Hướng dẫn giải 


D. -5 


\ 

( 

f 2 l 

n 

1 = 3” 

-5 + 6 


+ 7 — 

/ 



3”J 


= —00 













































Ví dụ 16. lim 
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4.3" + 7" +1 


2.5"+7" 


bằng : 


A. 1 . 

Chọn B. 


4 4" +7 n+1 

lim ————— = lim 


B. 7. 


c. 4 . 

5 

Hướng dẫn giải 
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D. 


4. 




u 


+ 7 


Ví dụ 17. lim 


2.5"+7" 

4" +1 _ị_ 6 n+2 

5"+8" 


/cY 


2 . 


+ 1 


-1-7. 
1 


V ' / 


bằng : 


A. 0. 


B.|. 

8 


Ví dụ 18. lim 


Chọn A. 

4" +1 4 . (S n+2 

lim ” =lim 
5"+8" 

2"-3" 


c. 36. 

Hướng dẫn giải 


D. 


6/1 V 


4. 


6 *v 


+ 36. 


v<v 


yoy 


Í-T 

UJ 


= 0 . 


+ 1 


A. - 


2 " +1 
3 


bằng : 


B. 0. 


2 

Chọn c. 

Chia cả tử và mẫu cho 3" ta được 


c. -00. 

Hướng dẫn giải 

7 2 v 


D. +CO. 


2"-3" 
2 " +1 


-1 


V -V 


YoV ( 1 Y 

+ 


2 

y3y 


1 

y3y 


Y 2 Y ^ IỸ 2 Y 61 YÌ 62 Y fiY 

Mà lim 4 -1 = - 1 <0, lim 4 + 4 =0 và 7 + 4 >0 với mọi n nên theo 

V3J J V3y v3/ 

,. 2" -3" 

quy tăc 3, lim——— = -00. 

2 " +1 

Dạng 2. Tính giới hạn của dãy số cho bởi hệ thức truy hồi. 

Ví dụ 19. Cho dãy số [u n ) được xác định bởi Mj = 1, u n+l = ^ + với mọi n > 1. Biết dãy số ( u n ) có 

u n +3 

giới hạn hữu hạn, limw n bằng: 


A. - 1 . 


B. 2. 


c. 4. 

Hướng dẫn giải 


D. 


Chọn B. 

Bằng phương pháp quy nạp, dễ dàng chứng minh được u n > 0 với mọi n 

2(2u + 1 ) , T 2 Í 2 L + 1 ) 
v " ; hay L = v ' -2 

u„ + 3 L + 3 


Đặt limw n = L > 0. Ta có limw n+1 = lim v ” - - hay L ■■ 
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* [L = 2 in) 
^>Ứ-L -2 = 0^ ~ ^ 

[l = -1 (/) 

Vậy limw n =2. 

Ví dụ 20. Cho dãy số (w n ) được xác định bởi Ltị = 1 


’ M " +1 2 


2 

w„+ — 

u 


với mọi n > 1. Tìm giới hạn của 


« y 


B. limw n = -1 . c. limw n =*JĨ. D. limw n = -a/2. 


(“»)• 

A. limn n =l. 

Hướng dẫn giải 

Chọn c. 

Bằng phương pháp quy nạp, dễ dàng chứng minh được u n > 0 với mọi n 
Đề bài không cho biết dãy số (u n ) có giới hạn hữu hạn hay không, tuy nhiên các đáp án đề bài 
cho đều là các giới hạn hữu hạn. Do đó có thể khẳng định được dãy số (u n ) có giới hạn hữu 
hạn. Đặt limn n = L > 0 


limw ,, = lim Ạ 

„+1 2 


2 

u n + — 

u 


\ 
n ) 


Hay L = 


1 


í 


\\ 


L + ^ 
Ly 


=>L = — =>L 2 = 2 => L = sfĩ 
L 


Vậy lim« n =\íĩ 


(loại trường họp L = -yỊĨ ). Vậy lim u n - sỊĨ . 

Ví dụ 21. Cho dãy số ịu n ) xác định bởi = 1 và U n+Ị = 2 u n + ^ với mọi n > 1. Khi nó lim u n bằng: 


A. 0. 


B. -ì 

2 


c. -I. 

2 


D. ỉ. 

2 


Đáp án c. 

Giả sử dãy có giới hạn hữu hạn là L. 

Ta có: lim = 21 Ì 111 Ỉ/ +—<=>L = 2L + —<=>L = -—. 

n+ỉ n ^ 


Đen đây có thể kết luận là lim u n = —i được không? Câu trả lời là không? 

Vì không khó để chứng minh được rằng u n > 0 với mọi n . Do đó nếu dãy số có giới hạn L thì 
L > 0 . Từ đó suy ra dãy không có giới hạn, mà trong bốn đáp án trên chỉ có đáp án c là vô cực. 

Vậy ta chọn đáp án c. 

Ta xét hai cách giải sau: 


1 


1 


1 1 


í 


Đặt v„ = M + —. Ta có: V I — u . + —■ — 2 u + —■ + — — 2 

• n n 2 n +1 n +1 2 w 2 2 


1 


u + _ 

V " 2y 


= 2v„ 


Vậy (v„) là cấp số nhân có Vj = ^ và q = 2 . Vậy v n = ^.2" 1 = 3.2" 2 . 
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Do đó limv n = lim(3.2"“ 2 ì = +co. Suy ra limw n =+00. 


Ví dụ 22. Cho dãy số (u n ) xác định M, = 0, « 2 = 1 , U n+Ị - 2 u n -u n _ x + 2 với mọi n>2. Tìm giới hạn của 
dãy số (« n ). 

A. 0 . B. 1 . c. -00. D. +00. 

Đáp án D. 

Giả sử dãy có giới hạn hữu hạn là L. 

Ta có: limw n+1 = 21im« n — limw n _J + 2<=>L = 2L —L + 2<=>0 = 2 (Vô lý) 

Vậy có thể dự đoán dãy có giới hạn vô cực. Tuy nhiên có hai đáp án vô cực ( -00 và +00 ), vậy 
chưa thể đoán là đáp án nào. Ta xem hai cách giải sau. 


Ta có «! = 0, « 2 = 1 , « 3 = 4 , « 4 = 9 . Vậy ta có thể dự đoán u n =(«-l ) 2 với mọi n> 1. Khi đó 

u n + 1 = 2u n - U n-1 + 2 = 2{n - 1) 2 - (n - 2) 2 + 2 = n 2 = [(« - 1 ) ■ - 1] 2 . 

Vậy u n =(«-l ) 2 với mọi n >1. Do đó lim« n = lim(«-l ) 2 =+ 00 . 

Dạng 3. Tổng của cấp số nhân lùi vô hạn. 

Ví dụ 23. Cho số thập phân vô hạn tuần hoàn a- 2,151515... (chu kỳ 15), a được biểu diễn dưới dạng 
phân số tối giản, trong đó m,n là các số nguyên dưcrng. Tìm tổng m+n. 

Ả.m + n = 104. B.m+« = 312. c.m + n = 38. D. m+n = 114. 

Đáp án A. 


Ta có « = 2,151515... = 2 + -^ + -^ + 

100 100 2 


15 

100 3 


+ ... 


Vì + —!Ặr + +... là tổng của cấp số nhân lùi vô hạn với số hạng đầu «. = , công 

100 100 2 100 3 1 100 


15 

1 r ~Ị \ 

bội <7 = 7 —r n ên a = 2 H— 10 Q_ = 

100 !_Ị_ 33 


100 


Vậy m = 71,«=33 nên m+n = 104. 


Ví dụ 24. Số thập phân vô hạn tuần hoàn 0,32111... được biểu diễn dưới dạng phân số tối giản ^, trong 

b 

đó a,b là các số nguyên dưcrng. Tính a-b. 

A.a— z? = 611. B.a— z? = —611. C.«-Z? = 27901. D.«-ò = -27901 . 

Đáp án B. 

Lòi giải 

Ta có: 


32 1 1 1 32 , 

0 , 32111 ... — ——— + + + — +... — ——— + 

100 1 0 3 1 0 4 1 0 5 1 00 


1 

ỵỷ_ 

1 --Ị- 

10 


289 

900 













Chuyên đề giói hạn và liên tục 

Vậy a = 289 ,b =900 . Do đó a-b = 289-900 = -611. 
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Dạng 4. Tìm giói hạn của dãy sổ mà tổng là n số hạng đầu tiên của một dãy số khác. 

Ví dụ 25. Tổng S = l + Ậ + 4 + 4 + ... bằng: 

2 4 8 


A.l . 

Đáp án B. 


B. 2. 


c. 


Lòi giải 


D. 


s là tổng của cấp số nhân lùi vô hạn có = 1 và q = ^. 


Do đó s = 


■ = 2 . 


1 


\ft+l 


Ví dụ 26. Cho dãy số [u n ) với u n = i —Ỉ + Ì + ...+ 'ị —. Khi đó lim u n bằng: 

2 4 8 2 


A.Ỉ. 

3 

Đáp án A. 


B. 1. 


c.|. 

3 


D.Ỉ. 

4 


Lòi giải 


u n là tổng n số hạng đầu tiên của một cấp số nhân có M 1 = 2 4 = - 2 ' 


Do đó u„ = —. 


1 - 


í \ 




1 - 


r 1 \ 


V 


1 - 




\ L J 


. 1 


• Suy ra lim« n =lim 


1 - 


/1 V 




1 

3 


Ví dụ 27. Tính lim 

A. 0. 

Đáp án c. 

Ta có: 


11 1 
Ĩ3 + T5 + "' + (2n-l)(2n + l) 


bằng: 


B. 1. 


C.Ị. 

2 


Lòi giải 


D. \ • 

3 


11 1 
Ĩ3 + T5 + '" + (2n-l)(2n + l) ~~ 2 


1 


1 


lf 1 11 1 

1 —— + ——— + ■ 

^ 3 3 5 2n—l 2n + ì 


Ì _1 

í, 1 'ì 


1 

) 2 

^ 2/1 + 1 J 


Vậy hm 


11 1 

Ĩ3 + Ĩ5 + ''' + (2n-l)(2n+l) 


1 

( 1 ì 

=lim — 

1 

2 

y 2 ìl +1 J 


= 2 
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Ví dụ 28. Cho dãy số ịu n ) với u n = l + 2 + . Mệnh đề nào sau đây là mệnh đề đúng? 


A. lim« n = 0. 

có giới hạn khi n —»+ 00 . 

Đáp án B. 


n z +1 

B. limw„ = Ậ . 
" 2 


c.limu„ = 1 . 


Lòi giải 


^ , , . _ . n(n + ỉ) l + 2 + ... + n n(n + ì) 

Ta có: l + 2 + ... + n = v —-. Suy ra-T—^— = ' ỵ —4 . 

n 2 (n 2 +l) 


n z +\ 


_ «(« + l) 1 

Do đó limn = lim-r-— Ar = c . 

2(n 2 +l) 2 

1T/ J . . 1 + 5 + 9 +... + 4/1 — 3 ' 

Ví dụ 1 : liĩn————---— băng: 


I 


2 + 7 + 12 + ... + 5/1 — 3 

I 


B. 


c. 


Hướng dẫn giải 


D. Dãy số (w n ) không 


D. 


6 


Chọn A 

Tử thức là tổng của n số hạng đầu tiên của cấp số cộng ịu n ) với n = ỉ, u n =4n-3 và công bội 


d= 4. 


Do đó l + 5 + 9 + ... + 4ft-3 


n(\ + 4n-3) n(4ft-2) 


m „ n(2 + 5n-3) n(5n-ỉ) 

Tương tự ta có: 2 + 7 + 12 + ...+5n-3 = —— = rỵ — - 

1 + 5+9+... + 4n-3 n(4n — 2) 4 

Vậy lim-—————---- = lim— 7 -- 7 T = — • 

2 + 7 + 12 + ... + 5/Ĩ-3 n(5n- 1) 5 

3 + 3 2 +3 3 +... + 3' 1 . ì 
Ví dụ 2: lim 4 4 4, — bằng: 


ì + 2 + 2 2 +... + 2’ 1 
A.I+00. 


B. 3. 


c. 


Hướng dẫn giải 


)n 


D. 


Ta có tử thức là tổng của n số hạng đầu tiên của cấp số nhân [u n ) với = 3 và q = 3. 

Do đó 3 + 3 2 +3 3 +... + 3” =3.Ẹ^ = |(3"-l). 

3-1 2 V ’ 

Mầu thức là tổng của n+1 số hạng đầu tiên của cấp số nhân (v n ) với v n = 1 và q = 2. Do đó 
2” +1 -1 


1 + 2 + 2 +... + 2 " = 2 .'- 


= 2.(2" +1 -l). 


2-1 
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Vậy lim 


3 + 3 2 +3 3 + ... + 3” 
1 + 2 + 2 2 + ... + 2 " 


,.3 3"-l 
= lim———- 
4 2" +1 -1 



n 

rn 

v2y 


ly 


= ^lim 

4 . ro" 


2 - 




= + 00 . 


Ví dụ 3: lim 


- + - 


n 2 +l n 2 +2 


+ ... + - 


n 


A. 0. 


Chọn B 


n +n 


II 


bằng 


c. 

3 


Hướng dẫn giải 


_ . ỉ + 2 + ... + n ^ ỉ 2 n l + 2 + ... + n 

Tacó -r—-<—- f ——- + — < 


n 2 +n 


n +ỉ n +2 


n 2 +n 


n +1 


D. + 00 . 


A/TX 1 - 1 + 2 +... + n ,• 

Mà lim -r—- = lim - 

n +n 


nịn + í) 


1 ,. ỉ + 2 + ... + n 
= — : lim -r—- = lim - 


nịn + ì) 


ỉĩ n 2 ĩi +1 ĩi +1 


ỉ 

2 


Câu 1: 


Câu 2: 


Câu 3: 


Câu 4: 


Vậy lim 


- + - 


-+...+- 


n 


ỉĩ +1 ĨI +2 ĨI -\~ỉĩ J 


1 

2 


c. BÀI TẬP RÈN LUYỆN KỸ NĂNG 
DẠNG 1: BÀI TẬP LÝ THUYÉT 


Chọn khẳng định đúng. 

A. limu„ = 0 nếu \u n \ có thể nhỏ hcm một số dương bé tùy ý, kể từ một số hạng nào đó trở đi. 

B. lim u n = 0 nếu \u n \ có thể lớn hơn một số dương bé tùy ý, kể từ một số hạng nào đó trở đi. 
c. limw n = 0 nếu u n có thể nhỏ hơn một số dương bé tùy ý, kể từ một số hạng nào đó trở đi. 
D. limw„ = 0 nếu u n có thể nhỏ hơn một số dương bé tùy ý, kể từ một số hạng nào đó trở đi. 


Chọn khẳng định đúng. 

A. lim u n = +0O nếu u n có thể bé hơn một số dương lớn tùy ý, kể từ một số hạng nào đó trở đi. 

B. limw n = +00 nếu u n có thể lớn hơn một số dương lớn tùy ý, kể từ một số hạng nào đó trở đi. 

c. limw n = + 0 O nếu \u n \ có thể bé hơn một số dương lớn tùy ý, kể từ một số hạng nào đó trở đi. 

D. limw n = +CO nếu \u n \ có thể lớn hơn một số dương lớn tùy ý, kể từ một số hạng nào đó trở 
đi. 

Chọn khẳng định đúng. 

A. lim u n = a nếu u n -a có thể nhỏ hơn một số dương bé tùy ý, kể từ một số hạng nào đó ưở đi. 

B. limw n = a nếu u n -a có thể lớn hơn một số dương bé tùy ý, kể từ một số hạng nào đó trở đi. 
c. lim u n =a nếu \u n — a\ có thể nhỏ hơn một số dương bé tùy ý, kể từ một số hạng nào đó ưở đi. 

D. lim u n =a nếu \u n — a\ có thể lớn hơn một số dương bé tùy ý, kể từ một số hạng nào đó trở đi. 

Chọn khẳng định đúng. 

A. limg" = 0 nếu q >\. B. lim q n = 0 nếu q < 1 . 

c. lim q n = 0 nếu |ợ| > 1 . D. lim q n = 0 nếu |ợ| < 1 . 



































Câu 5: 
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Câu 6: 


Câu 7: 


Câu 8: 


Câu 9: 


Câu 10: 


Câu 11: 


Câu 12: 


Câu 13: 


Câu 14: 


Câu 15: 


Chuyên đề giói hạn và liên tục 

Chọn khẳng định đúng. 

A. \iraq n = +oonếu q>\. c. Yimq n = +oonếu q < 1. 

B. lim ạ" =+oonếu |#|>1. D. lim ạ" =+oonếu |#|<1 

Trong các mệnh đề dưới đây, mệnh đề nào sai? 

A. Nếu |#| < 1 thì limq" = 0. 

B. Nếu limu n = a , lim v n = b thì Yim(u n v n ) = ab . 

c. Với k là số nguyên dương thì lim-y = 0. 

D. Nếu Ymm n =a> 0, lim v n = +oo thì lim(w M v n ) = + 00 . 


Biết lim u n = 3. Chọn mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau. 


A.lim^+1 = 3. 
u„ +1 


„ ,. 3u„ -1 
c. lim — = 2 . 

11. +1 


B. lim ^2— -ỉ- = -1 . 
u„ +1 


Biết lim u n = +oo. Chọn mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau. 


A. lim 


u„ +1 1 


3u_ +5 3 


c. lim “’\ +1 = 0 . 
3u 2 +5 


B. lim 


u„ +1 1 


3u_ +5 5 


D. lim = 1. 

+1 


D. lim + v = + 00 . 


3u.. + 5 


Cho dãy số u„ với u„ = 7 ^- + -^— + ... + —- 7 ^—-— 

y 1.3 3.5 2n-l 2n + l 


. Ta có lim u n bằng: 


B. 


c. 1. 


D. 2. 


3" — 4.2 n+1 —3 ,1 

lim———-—— băng 

3.2" +4” 

A. +oo. B. 1. 


c. 0. 


D. —oo 


lim 


n 3 — 2 n 
1-3 n 2 


bằng 


A._i. 

3' 


B. +oo. 


c - 


-oo 


D. 


Trong các giới hạn sau đây, giới hạn nào bằng — 1 ? 
2n 2 -3 


A. lim- 


-2n 3 


B. lim 


2n —3 
-2n 2 -ỉ 


c. lim- 


2 n 2 


-2n 3 —2n 2 


D. lim 


2 n 3 


-2n 2 —1 


Chọn mệnh đề đúng trong các mệnh đề sau: 
A. Nếu hm|ư n | = +oo thì limu n = — oo. 


c. Nếu lim u n — 0 thì lim|w M |=0. 


Cho dãy số u n với u n = n +1 


2n + 2 
n 4 +n 2 —ì 


A. +oo. 

Nếu liniM,, = L thì lim 


B. 1. 

1 

ịjũ~+S 


B. Nếu limw n = —a thì hm|ư n | = a. 

D. Nếu lim|M n | = +oo thì lim u n — +oo . 

Chọn kết quả đúng của lim u n 
c.-oo. D. 0. 


bằng bao nhiêu? 



































Câu 16: 

Câu 17: 

Câu 18 

Câu 19: 

Câu 20: 

Câu 21: 

Câu 22: 

Câu 23: 

Câu 24: 

Câu 25: 

Câu 26: 


Chuyên đề giói hạn và liên tục 


A. 


1 


ựĩ + 2' 

lim \fn + ĩ —sfn là: 

A. 1. 

L = lim(5n — n 3 ) là: 

A. -4. 


B. 


4Ĩ+ 8 


c. 


ỰĨ +8 ' 
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D. 1 




B. — oo. 


c. -|-oo. 


D. 0. 


B. — 00 . 


c. -|-oo. 


D. -6 . 


Dãy số nào sau đây có giới hạn bằng i ? 


A. u„ 


i — 2n~ 
5n + 5 


B. u 


n 2 — 2 n 


5n + 5n 2 


c. u 


1-2 n 


5 n + 5n 2 


n 1-2 n 
D. u n = --— . 
n 5n + 5 


ỉim\fn(\fn + ĩ-%fn\ bằng 


A. 0. 


B. 


C.1 

3' 


D. 


Cho dãy số (u n ) xác định bởi u n ={- 1)" 
sau? 

A. limM n =0. 
c. limw ra = -2. 

limỊV« 2 +2n -\ln 2 - 2n j có kết quả là 

A. 4. B. 2 . 

lim(3 4 .2" +1 -5.3") bằng 

B. -1. 


n +1 


n 2 +n —1 


. Tìm mệnh đề đúng trong các mệnh đề 


B. limw rt =0 không tồn tại. 


D. limti = 1. 


Kệ. 

3 


c. 1. 


c. —00. 


ỉimnịyịn 2 +1 — -\/n 2 —2j bằng: 


A. 


B. 


2 


D. +00 , 


D.I 

3' 


D. 1. 


Ị, 1 \ , . 4n + n + 2 J / \, ì , 

Cho dãy sô ÍM n J với u n = — . Đê [u\ có giới hạn băng 2, giá trị của a là: 

A. -4. ' " B. a 3 5 " C.4. D. 2. 

limị^Ịrr^+ĩ-sỊn 3 +2j bằng: 

A. 0. B. 3. c. 1. D.2 . 

Dãy số (u n ) với u n =^ỊrF+ĩ-n có giới hạn bằng: 

A. -1. B. 2. c. 1. 


D. 0. 
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nị4n 2 +71 + 1 ~4n 2 thì L bằng 

7 


Câu 27: Nếu L = lim 

A. 3. 


B. +C0 


c. 
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D. </7-1. 


DẠNG 2: BÀI TẬP TÍNH GIỚI HẠN DÃY SÓ CHO BỞI CÔNG THỨC 

Câu 28: Trong các dãy số sau đây, dãy số nào có giới hạn? 

A. (sinn). B. (cosn). c. ((- 1 )"). 


1 . 


Câu 29: Trong các dãy số sau đây, dãy số nào có giới hạn khác 0? 

A. ((0, 98)") . c. ((-0, 99)") . B. ((0, 99)" ). D. ((1,02 )"). 

Câu 30: Biết dãy số (u n ) thỏa mãn I u . Tính limw n . 

n 

A. lim« n =l. B. limw n =0. 

c. lim u n = -1. D. Không đủ cơ sở để kết luận về giới hạn của dãy số (u„). 

Câu 31: Giới hạn nào dưới đây bằng +00 ? 

A. lim(3n 2 -n 3 ) . c. lim(3 n 2 -n). B. lim(n 2 -4n 3 ) . 


D. lim(3n -n ). 


Câu 32: lim ^ ^ —Ị- bằng bao nhiêu? 

(n 2 +l)( 2 n + l) 

A. 1 . B. 2 . c. 0 . 

Câu 33: Trong bốn giới hạn sau đây, giới hạn nào là +00 ? 


D. + 00 . 


A. lim 


n + 3 n + 2 


n +n 


c. lim 


2 n 2 —3n 
n 3 +3 n 


B. lim 


n +2n-ỉ 
n-2n 3 


D. lim 


n 2 -n + ỉ 
1-2 n 


Câu 34: Trong các giới hạn hữu hạn sau, giới hạn nào có giá trị khác với các giới hạn còn lại 

„ n 2 sin3f+ _ n 2 +sin 2 3n „ 2"-cos5 n n 3"+cosn 

A. lim(l + — ). c. lim - — . B. lim-—-. D. lim- 


n 3 +ỉ n 2 + 5 ' 5" 

Câu 35: Để tính lim(\/n 2 -1 - \ln 2 +rt ), bạn Nam đã tiến hành các bước như sau: 

Bước 1 : lim(V« 2 +« -*Ịn 2 - 1 ) = lim(n ./1 + — -n,|l-—). 

V n V n 


•ỊH +1 


Bước 2: hm(n./l + - -njl--) = limn(Jl + - - /1--). 

V n V n V n V n 


Bước 3: Ta có hmn = +oo; lim(.|l + —-./1-—) = 0. 

V n V n 


Bước 4: Vậy lim(Vn 2 —ĩ--v/n 2 +n) = 0. 
Hỏi bạn Nam đã làm sai từ bước nào? 

A. Bước 1. B. Bước 2. 

Câu 36: lim(>/3n-l - <v/ 2 n-l) bằng? 

A. 1. B.o. 


c. Bước 3. 


c. -00. 


D. Bước 4. 


D. + 00 . 































Câu 37: 


Chuyên đề giói hạn và liên tục 

Vn 2 +1-V« + 1 u i„„o 
lim-----băng? 


3 n + 2 


A. 0. 


B. 


c. - 00 . 
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D. + 00 . 


Câu 38: 


Câu 39: 


lim(l- 2 r ———7 bằng? 


n +n +1 


A. 0. 


B. -2 


c. - 00 . 


D. +00. 


Trong các giới hạn sau, giới hạn nào là hữu hạn? 

A. lim (sfn + 1 - \fn)n . c. lim(Vư 2 +« + 2 — \fn + 1). 

D. lim(Vn 2 + /7 +1 —rì ). 


B. lim-7=—_ -_. 

V«+2-vn+1 

Câu 40: Trong các giới hạn sau, giới hạn nào là không hữu hạn? 


A. lim- 


\fn + ĩ + ịfn 
B. lim(^/l+n 3 -rì ). 


Vn 2 +1 + yfn 
lfr< 


c. hm 5 

7 ri +n—n 
D. lim(-\/ft 2 — n 3 + ft). 


Câu 41: 


4n 2 -4 n - V4n 2 +1 _6-sỊĨ m _. m Á Ấ ]A oÁ 

Biêt lim- . -= —— -—, trong đó — là phân sô tôi giản, m\ầ n la các sô 

V3n 2 +1 — n 2 n n 

nguyên dương. Chọn khẳng định đúng trong các khẳng định sau: 

A. m.n = 10. c. m.n = 15. B. m.n = 14. 


D. m./ỉ = 21. 


Câu 42: Tìm lim 


1-2.3"+ 6 " 


2"(3 ” +1 -5) ' 

A. + 00 . B. ị. c. 1. 

2 

DẠNG 2: TỒNG CỦA CẤP SỐ NHÂN LÙI VÔ HẠN 


D * ị- 

3 


Câu 43: 


, , 1111 9 , , m 

Câp sô nhân lùi vô hạn 1 ,—2-A—có tông là một phân sô tôi giản —. Tính 

2 4 8 2 ' n 


m+2n. 

A. m+2n = 8 . 


c. m+2n = l . 


B. m+2n = 4. 


I). m+2n = 5. 


Câu 44: Số thập phân vô hạn tuần hoàn 0,27323232... được biểu diễn bởi phân số tối giản — (m , n là 

n 

các số nguyên dương). Hỏi m gần với số nào nhất trong các số dưới đây? 

A. 542. B. 543. c. 544. D. 545. 

^ , r , , , x „ 9 Ẩ , 

Câu 45: Tông của một câp sô nhân lùi vô hạn là 2, tông của 3 sô hạn đâu tiên của nó là -Ị . Sô hạn đâu 

của cấp số nhân đó là? 

A. 4. B. 5. c. 3. D. - . 


Câu 46: Phương trình 2x + ỉ + x 2 -X 3 +x 4 -X 5 + , trong đó I x\ < 1 , có tập nghiệm là: 
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A. s. |~ 7 ± 2 f 7 j. CS-Ị^ĨỊ. B.s = h±pị. DlS-Ị^IỊ. 

Câu 47: Cho tam giác đều A l B l C 1 cạnh a . Người ta dựng tam giác đều A 2 B 2 C 2 có cạnh bằng đường cao 
của tam giác A t B t c, ; dựng tam giác đều A 3 B 3 C 3 có cạnh bằng đường cao của tam giác A 2 B 2 C 2 
và cứ tiếp tục như vậy. Tính tổng diện tích s của tất cả các tam giác đều A ỉ B l C l , A 1 B 1 C 1 , 

AịBịCị . 

A.2í2^2. C.oS/ 3. D.2a^. 

4 2 

DẠNG 4: TÌM GIỚI HẠN CỦA DÃY SỐ CHO BỞI HỆ THỨC TRUY HỒI 


Câu 48: Cho số thực a và dãy số (u n ) xác định bởi: = a và u n+ĩ = 1 + -^- với mọi n >1. Tìm giới hạn 
của dãy số (u n ). 

A. a . B. ị. c. 1. D. 2. 

2 


Câu 49: Cho dãy số (u n ) xác định bởi = 3, 2u n+ì =u n + 1 với mọi n > 1 . Gọi là tổng n số hạng đàu 

tiên của dãy số (u n ). Tìm lim S n . 

A. lim S n =+oo. c. lim S n =1. B. lim S n =- 00 . D. limS n = -I. 


Câu 50: Cho dãy số (u n ) xác định bởi Wj = l,w 2 = 2 ,u 


u ă±L + u 


n +2 


- với mọi n > 1. Tìm limM n . 


A. +00. 


3.2 

2 


c.|. 

3 


D * ị- 

3 


Câu 51: Cho dãy số (u n ) xác định bởi M| = , M n+1 = + ^- với mọi /7 > 1. Tìm lim M n . 


A. limw„ = — . 
" 4 


c. limu = — . 

" 2 


B. limw„ = 0. 


I). limw„ = +GO. 


Câu 52: Cho dãy số (u n ) xác định bởi U 1 = ỉ,u n+l =u n +2n + ỉ với mọi n > 1. Khi đó lim bằng. 

u n 

A. +00. B. 0 . c. 1 . D. 2. 

DẠNG 5: TÌM GIỚI HẠN CỦA DÃY SỐ CÓ CHỨA THAM SỐ 


Câu 53: Cho dãy số (u n ) được xác định bởi U\ =a,u 2 = b,u n+2 = Mfl+1 + — với mọi n>\, trong đó a và 


b là các số thực cho trước, a < b. Tìm giới hạn của (u n ). 

a + 2b 


A. limw„ = a. 


c. limu,, = 


B. limw„ = b. 


I). lim//,. = 


2 a + b 


r 3 Yl — /72 , , 

Cho dãy sô (u n ) với u n =-2-—— , trong đó m là tham sô. Đê dãy (u n ) có giới hạn hữu hạn thì: 

5n + 2 

A. m là số thực bất kỳ. 

B. m nhận giá trị duy nhất bằng 3. 
c. m nhận giá trị duy nhất bằng 5. 

D. Không tồn tại số m . 


Câu 54: 














Câu 55: 
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Cho dãy số (u n ) với u n = 


4 n +n + 2 


ttĩi 4- 5 


Hội toán Bắc Nam 

, trong đó a là tham số. Đe (u n ) có giới hạn bằng 2 thì 


giá trị của tham số a là? 

A. -4. B. 2. 


c. 4. D. 3. 

Câu 56: Tìm tất cả các giá trị của tham số thực a để dãy số (u n )\ởiu n = yỊĨ n 2 +n -a\Ỉ2n* -n có giới 
hạn hữu hạn. 



A. a e M. 

c . ae(l;+oo). 

B. a e (—oo;l). 

D. a = 1 . 

Câu 57: 

Tìm hệ thức liên hệ giữa các số thực dưong a 

và b để: lim(^n 2 

+ + 5 — *Jĩl + + 3) — 


A. a+b = 2. 

B. a—b = 2. 

c. a+b = 4. 

II 

1 

Õ 

Câu 58: 

Tìm số thực a 

V \lan 2 +l-^4n-2 

đê lim---= 2. 

5ft + 2 




A. a= 10. 

B. « = 100. 

II 

Ũ 

D. « = 144. 

Câu 59: 

Tìm số thực a 

để ìim(2n+a-yjsn 3 +5) = 6. 




A. a = 2. 

B. a = 4. 

^6 

II 

Q 

Ũ 

00 

II 

Q 

Õ 

Câu 60: 

Tìm các số thực a và b sao cho iim(ịjỉ—n 3 - 

-■ản—b) = 0. 



A.( a = - 1 . 

[b = 0 

\a = 1 

B. ị . 

[b = 0 

1 1 

II II 

Ũ 

í« = 0 

D. ị . 

\b = ì 


DẠNG 6: TÌM GIỚI HẠN CỦA DÃY SỐ MÀ SỐ HẠNG TỒNG QUÁT LÀ TỔNG CỦA 
N SỐ HẠNG ĐẦU TIÊN CỦA MỘT DÃY SỐ KHÁC 


Câu 61: 


1 + 2 + 3 + ... + « . i 
lim--- băng: 


2 + 4 + 6 + ... + 2 n 


A.ị. 

2 ' 


B. 


c. 1 . 


D. + 00 . 


Câu 62: 


_l + 2 + 2 2 +... + 2" , ; 
lim-—-— băng: 


1 + 5 + 5 +... + 5" 


Câu 63: 


A. 0. 

Tìm lim 

A. 1. 


B. 1. 


c.|. 

5 


D. ị. 

2 


a-ịxi-TMi-T) 


ta được: 


B. 


Câu 64: lim 


n\ 


1 

2 ' 

bằng: 


c. 0 . 


D. 2. 


(l + l 2 ).(l + 2 2 )...(l + n 2 ) 

A. 0. B. + 00 . 


c. 1 . 


D. 


Câu 65: 


Cho dãy số (u n ). Biết 'Y_, u k 

k=\ 


3 n 2 +9 n 


với mọi n> 1. Tìm 
2 ' nu 


l -p t ■ 

u n k =1 


B. 

2 


A. 1. 


c. 0 . 


D. + 00 . 
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Câu 66: _ 

k=\ 5 



k=\ 

A. 0. 



C.XL 

200 



GIỚI HẠN CỦA HÀM SỐ 


A. LÝ THUYẾT 

I. Định nghĩa giới hạn của hàm số tại một điểm 
1. Giói hạn hữu hạn tại một điểm 
Định nghĩa 1: 

Cho (a; b ) là một khoảng chứa điểm x 0 và hàm số y = f (x) xác định trên (a; b) hoặc trên 
(a;ỉ>)\{x 0 }. lim / (x) = L <» với mọi dãy số jx n } mà x n e(a;Z?)\{x 0 },x n —»x 0 ta có lim/(x n ) = L. 

x^Xq 

Nhận xét: 

- Giới hạn của hàm số được định nghĩa thông qua khái niệm giới hạn của dãy số. 

- Hàm số không nhất thiết phải xác định tại x 0 . 

Định nghĩa 2 (Giới hạn một bên): 

Cho hàm số y = f (x) xác định trên khoảng (x 0 ;b). lim / (x) = L <=> với mọi dãy số íx n I mà 


x 0 <x n < b, x n x 0 ta có lim/(x n ) = L. 

Cho hàm số y = f (x) xác định trên khoảng (a; x 0 ). lim / (x) = L <=> với mọi dãy số ịx n I mà 


a < x n < x ữ , x n —» x 0 ta có lim/) = L. 

Định lí 1 

lim / (x) = L<?> lim / (x) = lim / (x) = L. 

X >x 0 X —>Xq X — 

2. Giói hạn vô cực tại một điểm 
Định nghĩa 3 

Cho (ư; b ) là một khoảng chứa điểm x 0 và hàm số y = f (x) xác định trên (a\ b ) hoặc trên 
(a;ỉ»)\{x 0 }. lim/(x) = +oo<=> với mọi dãy số Ịx n } mà x n e(a;Ễ>)\|x 0 |,x n ^x 0 ta có /(x n ) = +oo. 

x^Xq 

Lưu ý: 

Các định nghĩa lim / (x) = -co; lim f(x) = +co; lim / (x) = —oo; lim / (x) = +oo; lim / (x) = -co được 

X >x 0 X —>Xq X —>Xq X —>Xq X—>Xq 

phát biểu hoàn toàn tương tự. 

3. Lưu ý: 

a) / (x) không nhất thiết phải xác định tại điểm x 0 . 
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b) Ta chỉ xét giới hạn của /(x) tại điểm x 0 nếu có một khoảng (a; b ) (dù nhỏ) chứa x 0 mà /(x) xác 

định trên (a;£>) hoặc trên (a;Z?)\{x 0 }. 

Chẳng hạn, hàm sổ f (x) — *Jx có tập xác định là D = [0; + oo). Do đó ta không xét giới hạn của hàm số 
tại điểm x 0 = 0 , do không có một khoảng (a; b) nào chứa điểm 0 mà f{x) xác định trên đỏ cả. Tưcmg 
tự vậy ta cũng không xét giới hạn của f (x) tại mọi điếm x 0 < 0. 

c) Ta chỉ xét giới hạn bên phải của / (x) tại điểm x 0 nếu có một khoảng (x 0 ;bj (khoảng nằm bên phải 
x 0 ) mà / (x) xác định trên đó. 

Tưcmg tự, ta chỉ xét giới hạn bên trái của / (x) tại điểm x 0 nếu có một khoảng (a; x 0 ) (khoảng nằm bên 
trái x 0 ) mà f{x) xác định trên đó. 

Chẳng hạn, với hàm sổ f (x) = Vx —1, tại điểm x 0 = 1, ta chỉ xét giới hạn bên phải. Với hàm số 
g(x) = JĨ —X, tại điểm x 0 = 1, ta chỉ xét giới hạn bên trái. 

d) lim /(x) = +00 lim /(x) = lim /(x) = +oo 

x->x“ 0 X->X + o 

lim /(x) = -co <tí> lim /(x) = lim /(x) = -co 

x->x“ 0 

II. Định nghĩa giới hạn của hàm số tại vô cực 

1. Giói hạn hữu hạn tại vô cực 
Định nghĩa 4 

Cho hàm số y = f(x) xác dinh trên khoảng (a;+oo). lim /(x) = L <tí> với mọi dãy số 

' ' X —y+oc 

(x n ), x n > a và x n —> +00 ta đều có lim/(x) = L . 

LƯU Ỷ: Định nghĩa lim /(x) = L được phát biểu hoàn toàn tương tự. 

w X —>—GO 

2. Giói hạn vô cực tại vô cực 
Định nghĩa 5 

Cho hàm số y - f(x ) xác định trên khoảng ( a;+co). lim f(x) = +00 với mọi dãy số 
(x n ), x n > a và x n —> +00 ta đều có lim f(x) = +00 . 

LƯU Ỷ: Các định nghĩa: lim /(x) = +oo, lim /(x) = - 00 , lim f (x) = —00 được phát biểu hoàn toàn tương 

X —>—00 X —>+00 X —>—00 

tự. 

III. Một số giói hạn đặc biệt 

a) lim X = X . 

b) lim c = c; lim c = c ( c là hằng số ) 

X—>x ỡ X —>+00 

c V Ắ 

c) lim —- = 0 (c là hăng sô, k nguyên dương). 

X—>+GO ỵ k 
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d) lim x k = +GO với k nguyên dương; lim x k 

X —>+00 X—>-00 

nếu k là số nguyên chẵn. 

Nhận xét: lim f(x) = + 0 O <=> lim I"—/(x)l = —00 . 

X >+00 x^+00 L- -I 

IV. Định lí về giới hạn hữu hạn 
Định lí 2 


Giả sử lim f(x) = L và lim g(x) = M . Khi đó 

a) lim \_f(x)±g(x)] = L±M. 

x-*x o L 

b) lim r /(x)g(x)l = LM ; lim r cf(x) 1 = cL với c là một là một hằng số. 

x^>x o L- -I I- J 

c) ỉim^- = ị-(M*0). 

““<0 g(x) M 
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= -00 nếu k là số nguyên lẻ; lim x k = +GO 

X —>—GO 


Định lí 3 

Giả sử lim f(x) = L . Khi đó 

X— 

a) lim |/(x)| = |l| . 

x^x o 

b) lim ị[f(x) = I/l . 

x^x o 

c) Nếu f(x) > 0 với mọi /\ Ịx o Ị , trong đó J là khoảng nào đó chứa x o , thì L > 0 và 
lim Jfĩx) = 4 l . 

X —>x 


LƯU Ỷ: Định lí 2, định lí 3 vẫn đúng khi thay X —» x o bởi X X ,x—> x + o . 

V. Quy tắc về giới hạn vô cực 

Các định lí và quy tắc dưới đây được áp dụng cho mọi trường hợp: 

X—»x ,x—»x“ ,x—»x + ,x— >+00 và X—>- 00 . 

ơ 7 ơ 7 o’ 

Tuyên nhiên, để cho gọn, ta chỉ phát biểu cho trường họp X —> X ỡ . 

Quy tắc 1 ( Quy tắc tìm giói hạn của tích ). 


L = lim /(x) 

lim g(x) 

x->x ơ 

lim [/(x)g(x)] 

x^>x o L 

L> 0 

+00 

+00 

—00 

—00 

L< 0 

+00 

—00 

—00 

+00 


STUDY TIP: Giới hạn của tích hai hàm số 

- Tích của một hàm số có giới hạn hữu hạn khác 0 với một hàm số có giới hạn vô cực là một hàm số có 
giới hạn vô cực. 
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- Dấu của giới hạn theo quy tắc dấu của phép nhân hai số. 

Quy tắc 2 (Quy tắc tìm giới hạn của thương) 


L = lim /(x) 

x^x a 

lim g(x) 

x-+x 0 

Dấu của g(x) 

lim íự) 

X ^ X ° g(x) 

L 

+oo 

Tùy ý 

0 

L> 0 

0 

+ 

+00 

- 

—00 

L< 0 

0 

+ 

—00 

- 

+00 


( Dấu của g(x) xét trên một khoảng K nào đó đang tính giới hạn, với X * x o ). 


VI. Các dạng vô định: Gồm ^,—, 0.00 và 00 - 00 . 

0 00 


B. Các dạng toán về giới hạn hàm sổ 

Dạng 1: Tìm giói hạn xác định bằng cách sử dụng trực tiếp các định nghĩa, định lí và quy tắc 
Phương pháp: 

- chọn hai dãy số khác nhau (a n ) và ịh n ) thỏa mãn a n và b n thuộc tập xác định của hàm số 
y = /(+> và khác x 0 ; a n ^> x 0 ;b n -» x 0 . 

Chứng minh lim/ [a n ) + lim/ (b n ) hoặc chứng minh một trong hai giới hạn này không tồn tại. 
Từ đó suy ra lim /(x) không tồn tại. TH X —» vồ hoặc X —» ±po chứng minh tương tự. 

x ~> X o 

Ví dụ 1: Chọn khẳng định đúng trong các khẳng định sau: 

A. limsinx = l B. lim sin X = -1 c. lim sin X = 0 D. lim sin X không tồn tại. 

X—H-00 X—H-00 X—>+00 X—>+00 w 

Đáp án D 

Lòi giải 


Xét dãy số (x n ) với x n = 2 + ^ n7T ' 


Ta có x„ — > +00 và lim sin x„ = lim sin 


(n ^ 

— + 2 H7T 

V 2 J 


-*• ( 1 ) 


r TC 

Lại xét dãy sô (y n ) với y n = -^- + 2 nn. 


Ta có y n —> +00 và lim sin y n = lim sin 


^ 71 o 

~ + 2n7ĩ 

V 2 J 


= -l. 


( 2 ) 


Từ (l) và (2) suy ra lim sinx không tồn tại. Vậy chọn đáp án D. 

\ / \ / X—>+G0 w ' 
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* _v : + 1 '., 

Ví dụ 2: Cho hàm số f(x ) = lim f(x) bằng: 

2\jx 


A. +CO. 

Đáp án c. 


B. 0. 


5^3 


D. 


Lòi giải 

Hàm số đã cho xác định trên(0;+oo). 

Giải sử (x n ) là một dãy số bất kỳ, thỏa mãn x n >0,x n ^3 và x n —>3 khi ft—»+oo. Tacó 

lim/00 = lim — 4 = ti = 4“— ( áp dụng quy tắc về giới hạn hữu hạn của dãy số). Do đó 
2+t 2V3 3 


lim f(x) = 


5yÍ3 


X — >3 


Ví dụ 3: Chọn khẳng định đúng trong các khẳng định dưới đây ? 


A. lim x 4 = 1. 

*-» 3 X - 2 

c. lim^4 = -l. 

*-*x-2 

Đáp án B 


x + 2 

B. lim — = 5. 

x ~*ĩ x-2 


X + 2 


D. Hàm số / (x) = ——t không có giới hạn khi X —» 3. 
X 2 


Lòi giải 


Hàm số /(x) = ^“4 xác định trên các khoảng (-oo;2) và (2; + oo).Tacó 3e(2;+oo). 


x-2 

5g/W=/(3)=|Ị|=j. 

Ví dụ 4: lim (-2x 3 +5x) bằng: 

X—»—co V / 

A. -2. B. 3. 

Đáp án c. 


c. + 00 . 


D. — 00 . 


Lòi giải 


Ta có -2x 3 + 5x = X 3 


-2 + 4 

X J 


Vì lim X 3 = -co và lim 

X—»-00 



( 5 'l 


( 5 ì 

lim 

-2 + 4 

= -2 < 0 nên lim X 3 

-2 + 4 

X —»—00 

l X ) 

X —»—00 

l X ) 


= +00 . 


(-2x 3 +5x) = lim X 3 

r 5 ^ 

-2 + 4 

' ' X — »—00 

l X ) 


= +00 . Do đó chọn c. 


lim Í3x 4 -2x 2 +l) bằng: 

X —00 V ' 


Ví dụ 5: 
























c. 3. 
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A. +00 . B. -00. 

Đáp án A 
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Lòi giải 


Cách 1: Theo nhận xét trên thì lim (3x 4 -2x 2 +1) = +00 (x— >-00, k chẵn và a k >0). Thật 

X—>—00 \ ' 


vậy, ta có 3 x 4 - 2x A + 1 = X 4 


Vì lim x 4 = +00 và lim 


3--J+ 4 

X-*-™ x ỵ J 


X X . 


2 1 


= 3 > 0 nên lim (3x 4 -2x 2 +1) = + 00 . 

Ví dụ 6: Cho hàm số / (x) = 4x 2 -2x+5 . Khẳng định nào dưới đây đúng ? 

A. lim / (x) = - 00 . B. lim / (x) = + 00 . 

c. lim/(x) = l. D. lim f(x) không tồn tại. 

Đáp án B, 

Lòi giải 

Hàm số / (x) = Vx 2 -2x + 5 xác định trênR. 

Có thể giải nhanh như sau : Vì X 2 - 2x + 5 là một hàm đa thức của X nên có giới hạn tại vô 
cực. Mà •v/x 2 —2x+5 >0 với mọiX nên giới hạn của / (x) = Vx 2 -2x+5 tại -00 chắc chắn là 


+00 . 


2 5 


1 v + 4 

X X J 


=NJi-f+Ặ- 


Thật vậy, ta có Vx 2 -2x + 5 = 

Vì lim |x| = +00 và lim ./1 - — + 4 = 1 > 0 nên lim sỊx 2 -2x + 5 = +00. 

X— 1 1 X—>—00 Y XX X—>—GO 

Ví dụ 7: Giới hạn của hàm số / (x) = \/x 2 - X - a/ 4 x 2 +1 khi X -+ -00 bằng: 

A. —00. B. +00. c. —T. D. 3 . 


Lòi giải 


Ta có: 


X 2 - X ■ 


-ự4x 2 +l = ^ 


Í1-ỊÌ 

xj 


4 + 4 , 

X J 


= UL 1--- xL 4+-V 




1-— -.14+- 
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Chuyên đề giói hạn và liên tục 


Mà lim X = +0° và lim 


1---M + Ar 


= l-2 = -l<0. 


Vậy lim (Vx 2 ~—x —yỊĩx* +l) = lim |x| , /l-— -.I 4 + -Ẹ 

l^v X V X 


= —co. 


Ví dụ 8: lim — 207 bằng: 

™3x 3 -5x 5 

. 2017 

A. —-— . 


B. -co. 


c. + 00 . 


Đáp án D. 


Lòi giải 


Vì lim (3x 3 - 5x 5 ) = -00 nên theo quy tắc 2, lim 

X—H-00 V ' X—H-oc 


2017 


^ w 3x -5x 


= 0 . 


3x-7 


Ví dụ 9: Giới hạn bên phải của hàm số / (x) = — khi X —> 2 là 

X 2 


A. + 00 . 

Đáp án B. 


B. -co. 


C.3. 


Lòi giải 


3x-7 


Hàm số / (x) = — xác định trên (- 00 ; + 00 ) \ |2|. 
X 2 


D. 0. 


D. 


Ta có lim(x-2) = 0, x-2>0 với mọi x>2 và lim(3x-7) = 3.2-7 = -l<0. Do đó theo 

X—>2 + ~ v ° + 


x->2 + 


, 3x-7 

quy tẳc 2 thì lim ——- = -co. 


*-> 2 + x-2 


Ví dụ 10: Xét bài toán “Tìm lim 


3x 2 +X-1 


2x 2 -5x + 2 
Bước 1: Vì lim(2x 2 -5x+2Ì = 0. 

x—>2~ v ' 


bạn Hà đã giải như sau: 


Bước 2: 2x 2 —5x+2>0 với x<2 và X đủ gần 2, 
Bước 3: lim(3x 2 +x-l) = 13>0 


, ^ ' ... TA — 1 

Bước 4: nên theo quy tăc 2, lim ——:— -— = + 00 . 

2x 2 -5x + 2 

Hỏi lời giải trên của bạn Hà đã sai từ bước thứ mấy ? 

A. Bước 1. B. Bước 2. c. Bước 3. D. Bước 4. 

Đáp án B 


Lòi giải 
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Xét dấu biểu thức g (x) = 2x 2 —5x+2 ta thấy g (x) < 0 với mọi X e (l; 2). 

, _ 3x 2 -ị- X —1 

Vậy lời giải sai từ bước 2. (Lời giải đúng cho ra kêt quả lim —-2-—— = -00). 

*-> 2 - 2x -5x+2 


Ví dụ 11: Giới hạn lim-!-— 

*“* 4 (x-4) 


bằng: 

B. -3. 


A. 0. B. -3 . c. -00 . D. + 00 . 

Đáp án c. 

Lòi giải 

Ta có lim(1 -x) = -3<0, lim(x-4) 2 = 0 và (x-4) 2 > 0 với mọi X ^ 4 nên theo quy tắc 2, 
= -co . Vậy chọn đáp án c. 


x—>4 

1-x 
lim 

x_>4 (x-4) 


, Í5x + 2 khi X>1 , 

Ví dụ 12: Cho hàm sô /(x) = < . Khăng định nào dưới đây là đúng ? 

[x - 3 khi X<1 


B. lim/(x) = -2. 
D. lim/(x) = 7. 


X—^1 


A. lim/(x) = 7. 
c. lim / (x) = 7. 

X —>1 

Đáp án D. 

Lòi giải 

Ta có lim / (x) = lim (5x+2) = 5.1+2 = 7 . Vì chỉ có một đáp án đúng nên chọn đáp án D. 


*->r 




Ví dụ 13: Cho hàm số /(x) = 


4? -5 khi X > 3 (1) 

x ^ khi X < 3 (2) 


,1 + 2 

Trong biểu thức (2) ở trên, cần thay số 5 bằng số nào để hàm số / (x) có giới hạn khi X —> 3 ? 

A. 19. B. 1. 

c. -1. D. Không có số nào thỏa mãn. 

Đáp án c. 

Lòi giải 

Hàm số đã cho các định trên M\ {2}. 

Cách 1: Ta có lim f(x) = lim \/x 2 -5 = V 3 2 -5 = 2. 

x->3 + v 7 X—»3 + 


Đặt /(x) =-7- khi x<3 (m là tham số,m>0). 


X + 2 


















Hội toán Bắc Nam 


Chuyên đề giói hạn và liên tục 

m ./ N. .. X 2 -m 3 2 -m 9 — m 

Ta có lim ý (x)= lim = -—— = ——— = ——. 

;z - v ’ x + 2 3 + 2 5 

Để hàm số /(x) có giới hạn khi X —» 3 thì lim/(x) = lim/(x) 


<í> 


9 — m 


= 2om = -\. 


*-> 3 + 


X —»3 


Cách 2: Sử dụng MTCT tính giá trị biểu thức yỊx 2 —5 khi X = 3 được kết quả bằng 2. Sử 


dụng MTCT tính giá trị biểu thức 


X 2 -Ả 

X+2 


khi X = 3 và lần lượt nhận các giá trị bằng 19,1 và 


—1. Ta thấy khi A — —1 thì biểu thức nhận giá trị bằng 2. Vậy chọn đáp án c. 
Ví dụ 14: Cho hàm số /(x) có đồ thị như hình dưới đây: 



Á 

y 


-3 


o 


"N 

1 

-2 


3 * 


Quan sát đồ thị và cho biết trong các giới hạn sau, giới hạn nào là +GO ? 

A. lim f(x). B. lim f(x). c. lim /(x). D. lim f(x). 

x ->-00 v ' x->+co v ' JC—>(—3) + v 7 x->3~ v 7 



Lòi giải 

Khi X —» — 3 + , đồ thị hàm số là một đường cong đi lên từ phải qua trái. Do đó lim / (x) = + 00 . 

*-K-3) + 

Tưcmg tự như vậy ta có lim f(x) = lim f(x) = 0 ; lim /(x) = - 00 . 

X —>—00 v 7 X —^+00 v 7 x^>3 v 7 

Do đó chọn đáp án c. 


DẠNG 2: TÌM GIỚI HẠN VÔ ĐỊNH DẠNG - 

0 

1. Bài toán: 

f(x) 

Tính lim - ) l khi lim f(x) = hm g (x) = 0, trong đó f(x) và g (x) là các đa thức hoặc căn thức. 
g(x) *->•*<) *->•*<) v ' v 


Phương pháp giải (tự luận) 
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V Phân tích tử và mậu thành tích các nhân tử và giản ước. Cụ thể, vì lim /(x) = lim g(x) = 0 nên 

/(x) và g(x) cùng có nghiệm x = x 0 . Do đó ta phân tích được /(x) = (x—x 0 )A(x) và 

/ \ / \ \ in ■ . ' /(x) ,. (x-X 0 )A(x) ,. A(x) s ^ >/v 

g( x) = (x-x n )đ(x). Khi đó ta có: lim— 7— f = lim 7 - ^ 7—7 7- = lim - 7 7 và công việc còn lại 

w v °' w zz*g(x) *^(x-x 0 )5(x) x “*oB(x) 


là đi tính lim 


Aịx) 

BịxỴ 


V Nếu /(x) và g(x) có chứa căn thức thì có thể nhân tử và mẫu với biểu thức liên hợp trước khi 
phân tích chúng thành tích để giản ước. 


Ví dụ 1. Tính lim 


X 2 -4 


*-> 2 X -3x + 2 


A. 1. 


B. 4. 


C.-2. 

Lòi giải 


D. -4. 


Ta có lim- 


1- x 2 -4 (x-2)(x+2) x+2 2+2 

lim——-——— = lim -7--7-7-77- = h m = — 

*- >2 x 2 -3x + 2 *-> 2 (x-2)(x-l) 'A 2 X —1 2-1 

x m _ ỵ n 

Ví dụ 2. Tính giới hạn lim-- 7— (m, n e N *) , ta được kết quả: 

x-l 


= 4. 


A. +CO. 


m _ n 

Ta có lim—- 7 — = lim 

*->l X — 1 *->! 


B. m-n. 


í x m -\ x"-l A 


c. m. 

Lòi giải 


D. 1. 


y x-l x-l J 


x m -l .. (x-l)(x m - 1 +x m - 2 +... + x+l) 

Lại có lim-—T 2 = lim----——- 

X->1 X — 1 x ~* ỉ X — 1 


= lim(x” l +x m 2 +... + X + 1Ì = m. 

x->ĩ V ) 


x"-l 

Tưcmgtự: lim-— 7 - = n. 

X -1 


Vậy lim x "‘ x = lim 

X — 1 


x m -l x”-l 

x-l X — 1 J 


x m -1 v" -1 

=lim ——- -lim í—i = m- n. 
x^l x-1 x -* X — 1 


Ví dụ 3. Chọn khẳng định đúng trong các khẳng định sau: 

A V-X + 3 — 2 
x“i X 3 - 3x + 2 

,. yfx + 3 —2 

c. lim— ——-- = -00. 

ITi X 3 - 3x + 2 


., .. yfx + 3—2 
B. lim— ———- = +00. 


D. lim 


X 3 - 3x + 2 
. sfx + 3 — 2 


X - 3x + 2 


không tồn tại. 
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Phân tích: Vì limỊV*+3-2) = 0 và limỊx 3 -3x+2) = 0 nên đây là dạng vô định n. Tuy 

nhiên ta chưa thể phân tích ngay \fx + 3 - 2 thành nhân tử mà phải nhân cả tử và mẫu với biểu 
thức liên hợp của V* + 3 - 2 là V* + 3 + 2. 


Lòi giải 


\fx + 3-2 _ (V^+3 + 2)(V^+3-2) 

Cách 1: Ta có —-—— = 7 - 77 — - 7 

X -3x + 2 L[7 7 + ? r 3 -^ + ?. 


-3x + 2 (VĨ+3 + 2)(x 3 -3x + 2) 

x-1 _ 1 

Ịựx + 3 + 2j(x-l) 2 (x + 2) ị^\fx~+3 + 2j(x-l)(x + 2) 


Mà lim 7 _ __yt -—- 7 

^ r (Vv + 3 + 2 j(x-l)(x + 2 ) 


= - 00 ; lim 7 --r--—-- 

(Vx + 3 + 2 J(x-l)(x + 2 ) 


= +00. 


Do đó lim 7 _ __ 77 -—-— 

' t_>1 ịsfx + 3 + 2j(x-l)(x + 2) 


không tồn tại. 


\/jC I 3 2 

Suy ra lim- 7 —--—^ không tồn tại. Vậy chọn đáp án D. 
-*^ 1 X - 3x + 2 


\/í A n,iAi 1 ' V2x-l-ự3x-2 ì 

Ví dụ 4. Giới hạn lim- 7 -băng: 

X -1 

A. 1 . B. 0. 


c. +00. 

Lòi giải 


D.i 

2 


Ta có 


V2x-1 — yj3x — 2 _ V2X-1-1 | 1—3/3*-2 

X — 1 X — 1 X — 1 


2x—2 + 3-3x 

(V 2 x-l+l)(x-l) Ịl + ự 3 x -2 + ^( 3 x- 2 2 )Ị(x-l) 

_2_3_ 

V2X-1+1 l + ự3x-2 + 3^(3x-2 2 ) 


Tac có: lim 

X ->1 


2 _3_ 

V2X-1+1 l + 3/3x-2 + 3^3x-2 2 ) 


= 0 . 


^ „ i: _J2x-l-l/3x-2 n 
Do đó lim— —— = 0. 

X — >1 


X — 1 
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- rr, , ,. ỷ/óx-5-y/4x-3 

Ví du 5. Tính giới han lim- ~z -. 

(x-l) 


Hội toán Bắc Nam 

A. 0. B. -2. 

c. +GO. 

D. -GO. 


Lòi giải 


Đăt t = X -1 thì X = í + 1, linư = 0 và 

JC— >1 




v/óx-5 -\/4x-3 _ ỉ/ỏt + 1 -\f4t + ĩ _ >/ 6 1 + 1 ~(2t + l) [lt + l) — s[Ãt + 1 

^ + t 2 


ót + l-l 

(8í 3 +12í 2 +6í + l) (4t 2 

+ 4f + l)-(4/ + l) 

t 2 

Ị 

(6 1 +1) 2 + 

(2í + l).ự6í+l+(2í+l) 2 

t 2 | 

^2í + l + ^4í + lj 


_ —8f —12 _ | 4 

^/(6í + l) 2 +(2 í + 1).^/6íTT + (2í + 1) 2 2í + 1 + V4í + 1 


Vậy lim 


-ựóx-5 -\j4x-3 


= lim 

í—>0 


_ -8?-12 _ | 4 

6í + l) 2 +(2í + l).-ự6í + l+(2í + l) 2 2í +1 + -ỊÃt + ĩ 


-&-12 12 . 4 4 

Mà lim , - --— —— -= -— = -4; lim - 7 = — = 2. 

í4 ° ^/(6r + l) 2 +(2r + l).V67TĨ+(2r + l) 2 3 r4 “ 2r +1 + 2 

Vậy li 5 #: ' s .1.; . 

(x-l) 2 


Ví dụ 6. 


Giới hạn của hàm số / (x) = 


X 2 — (íz + 2) X + ứ + 1 

ĨM 


khi X—>1 bằng 


A. 




c. 


—a — 2 
3 


D. 


2-a 

~T~ 


Lòi giải 


lim 


X —(a + 2)x + a + l 
x 3 -l 


(x-l)íx-a-l) x-a-1 a 

= hmf—-4--4 = lim 4;———- = -4 

x ~* 1 (x-l)Ịx 2 +x + lj x ~* 1 X +X + 1 3 


Ví dụ 7. 


n ., , ,. yỊl + ax—l 
Giả sử lim —— 

*4o 2x 


= L . Hệ số a bằng bao nhiêu để L = 3 ? 


A. -6. 


B. 6. 


c. -12. 


D. 12. 


Lòi giải 

_ , y/l + ax—l ,. ax ,. a a 

Ta có lim-——-= lim — 7 —Y = lim - — — —r- = — 

0 2x *-*õ2xỤĨ+ãx+1) x ~*° 2ịy/l + ax + ỈJ 4 
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Chuyên đề giói hạn và liên tục 

Vậy L = ^~. Do đó L = 3<»^ = 3<=>a = 12. Đáp án đúng là D. 

4 4 

2. Các bài toán liên quan đến giới hạn đặc biệt 

Trong sách giáo khoa đại số và giải tích 11 có nêu một giới hạn đặc biệt dạng 
sin X 

Đó là lim = 1. Sau đây ta xét một số ví dụ áp dụng kết quả này. 

.V 

, (2X > 

Ví dụ 8: Cho a và b là các số thực khác 0. Khi đó lim bằng 

sin bx 

A. a . B. b. 

Lòi giải 

Đáp án c. 

m , ,. ax ,. bx a a bx 
Ta có lim ' = lim 7 = — .lim 

x ^° sin bx - f - >0 sin bx b b sin bx 

, , Ịyx f 

Đối biến t = bx ta thấy khi X —> 0 thì t —> 0. Do đó lim — lim^-— = 1 

*-> 0 sin bx *-> 0 sin t 



Vậy lim — 


ax a 


x ^-° sin bx b 


Ví dụ 9: Cho số thực a khác 0. Khi đó lim 


X 


x ^° 1 - cos ax 


bằng 


-ị- 

a 


B- 

a 


c. la 1 

Lòi giải 


D. 2 a. 


Đáp án Ạ 

Ta có: 


lim- 


lim- 


--= lim 

1 — cos ax 2 s j n 2 ax x ^° 


/ „\ 2 
ax ' 


V ^ ) 


■ 2 <*x a 

sin _ 

2 


í \ 2 

ax ' 


-4 lim 

a x-ĩõ 


ax 


sin 

V 2 J 


4-1=4 

a a 


in . sin X-sin a 4 

Ví dụ 10: lim-—-băng 

x ^ a x-a 

A. tanữ. 


B. cota. 


c. sin ( 2 . 
Lời giải 


D. cosa. 


- x+a . x-a 
. „ . „ 2cos—-—sin - — 

_ , .. sin .V- sin a ,. 9 

Ta có lim-———— = lim--- 


2 


x-a 


x-a 


- lim 


. x — a 
sin 


x-a 


9 x + a 
— .cos--— 


2 


V 


2 




o I o 
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x + a 


. x-a 

sin——— 

Mà lim-—— = 1 (xem STUDY TIP trên), limcos 

x—>a X — Cỉ x^a 

~Y~ 


, r „ 1: sinx-sina _ _ 

Vậy lim--—--= cos a. Do đó chọn đáp án D. 


= cos a . 


x-a 


\ĩí 11. rj:Ẩ+ u™ *Jx + ỉ — ^/x + 19 a _ a Ắ r Ẵ _ A 

Ví dụ 11: Biêt lim- —--= — trong đó — là phân sô tôi giản, a và b là các sô nguyên 

V-X + 8 -2 b 


X —>8 

dưong. 

Tổng a + b bằng 
A. 137. 


B. 138. 


b 


c. 139. 
Lời giải 


D. 140. 


Đáp án c. 

Với những bài dạng này, sẽ khó sử dụng MTCT để tìm đáp án đúng. 
Đặt t = X —8. Suy ra X = t + 8. li ĩĩự = 0 và 

X —>8 


yỹ+ĩ-3/jc + 19 _ Vì+9-ựf + 27 _ 3 y 9 3 ]Ị 


1 + “4— 

27 


yfx + S -2 


ịfĩTĨ6-2 


2.41 + 4- -2 

V 16 


V 


1 + 4-1 ỉ 
9 


1 + 4--1 
27 


t 


t 


1 + 1 - 
16 


■ = s(t) 


_ \fx +1 — x/x +19 . 

Do đó lim- - 7 —-= limem. Ap dụng ví dụ 13 Ta có: 

^t+8-2 44° 


lim— 

t ->0 


1 + ^-1 1 3 1 + ^-1 _L 4 

- 9 -= f= 21 = ±;iiJ 
t 2 18 ' 4 o t 3 81 ' 4 o 


l + -^-l -ỉ- 
16 _ 16 _ 1 

t 4 64 


Vậy limg(í) = = 11^ 

í4o 6 2 J_ 27 

64 

yfx +1 —\fx +19 112 - . 

Do đó lim - . — 4 — = -4— . Vậy a = 112,z? = 27 và a + z? = 139 

448 tfx+%-2 27 

*** Tính giới hạn vô định dạng n bằng đạo hàm (Quy tắc L’Hôpital). 


Ví dụ 12: Giới hạn lim 

r—^—cc 


x 3 - 3 x + ỉ , ì 


5-2x 


băng: 



























































Chuyên đề giói hạn và liên tục 


A. 0 

Đáp án D 


B. 


Theo kết quả đã nêu ở trên thì lim 


c. +°° 


X 3 — 3jc + 1 1 .. 2 

———— = —— lim X =-00 

5 - 2x 2 - c ^^° 
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D. 


Ví dụ 3 : Trong các giới hạn sau, giới hạn nào bằng -00 ? 
X + X +7 


lim 


1 -3x 2 -X 3 

lim 


X 3 - 3x 4 + 5 

lim 


A' 2x 3 - 3x 2 +1 *-*-«> 4x 2 +1 X - X 3 +1 

Đáp án c 

Lời giải 

Cách 1 : Theo cách ghi kết quả ở trên thì 

X 5 + X 3 + 7 1 .. 1 - 3x 2 - X 3 


lim 


3x 2 - X 6 


D. 1 + X - 5x 


lim 


>2x 3 -3x 2 +1 2 


= — lim X 2 = +co; lim 


. =~4 lim X 2 =+co; 

4x +1 4 


x 3 -3x 4 +5 3x 2 -x 6 1 4 

lim --r—— = 3 lim X = -oo; lim ——- —T = — lim X = +co; 

x-x +1 jt - > - co l + x-5x 5*-»-°° 

Cách 2 : sử dụng MTCT tính lần lượt các giới hạn 

x 3 - 2x 4 +5 ^ ,.v, , 

Khi đên c thây lim--2—— = 3 lim X = -co nên dừng lại và chọn đáp án c 

*->-<» X — X +1 

Ví dụ 4 : Giới hạn lim ' l — bằng : 


A.2 

Đáp án B 


Cách 1 : 


X +1 

B. -2 


C. 1 

Lời giải: 


D.-l 


\J4.\- 2 -X +1 .. 

lim ——— -= lim 

X —>—00 X X—>—GC 


, , 1 

1 

it 

"5 

I 

II 

9 

V X 

X 2 


X +1 


= lim 

X —>—00 


-XÀ 

U 4 

V 



x + 1 


= lim 

X —>—00 


rỉ + ỉ 


1+1 


=-2 


Vậy chọn đáp án B 
Cách 2 : Sử dụng MTCT 

sỊx 2 -X —s/ĩx 2 +1 


X —>—00 


Ví dụ 5 : Giới hạn lim 

A. -ị 
2 

Đáp án B 


2x + 3 


B. 


bằng : 


C. 


-00 


Lời giải: 


D. +00 
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Cách 1 : Theo ví dụ đã trình bày ở dạng 1 thì lim (Vx 2 '—x — ^IÃx*~+ĩ) = -00 

X—»-00 

Ta đưa X 2 ra ngoài căn rồi chia cả tử và mấu cho X. Cụ thể như sau : 


Vx 2 -X -sịÃx 2 +1 

lim-—— -= lim 

2x +3 •* 



1 ,, 

1 

|jcL 

1 —— - X . 

4 + -V 

11^1 

X 1 'y 

X 2 


2x + 3 


-X. 


= lim - 

X —>-co 


1 


1 


1 -1 - X. /4 H- xr 


-Jl-- + J4 + -V 


2x + 3 


: lim - 

X-»-00 


2 +' 


2 


Vậy đáp án đúng là B 

Cách 2 : Sử dụng máy tính tính giá trị hàm số tại X = ÌO” 10 ta được kết quả như hình bên. Vậy 
chọn đáp án B 

Cách 3 : Ta có thể giải bài này bằng phương pháp loại trừ như sau : 

Vì lim (Vx 2 - X - a/4x 2 +1) = —oo; lim (2x + 3) = -00 nên giới hạn cần tìm phải mang dấu 

X —>—00 X —>—00 

dương. Mặt khác bậc tử và bậc mẫu bằng nhau nên giới hạn cần tìm là hữu hạn. 

Đáp án cần tìm là đáp án B 

2x +1 \fũ , ' A , . 

— trong đó a, b là các sô nguyên dương. Giá trị nhỏ nhât của tích 


Ví dụ 6 : Biết lim X. / 

X—»+00 V 

ab bằng : 


3x + X +2 


A.6 

Đáp án c 


Ta có : lim X, 

X —»+00 


B. 12 


c. 18 

Lời giải: 


D. 24 


2x + l 


= lim 


2x 3 +x 2 


Vó 


3x 3 +x 2 + 2 V 3x 3 +x 2 +2 3 

Vậy -g- = -4^- Dễ dàng suy ra được tích của ab là 18. 

Chú ý : Neu sử dụng MTCT tính giá trị hàm số tại X = ÌO 10 thì ta thu được kết quả như hình 
bên. Do đó, nếu không có kiến thưc về giới hạn hàm số, rất khó tìm ra được đáp án đúng nếu 
chỉ dùng MTCT. Ngược lại nếu có kiến thức vững vàng, bạn đọc sẽ nhanh chóng tìm ra đáp án, 
thậm chí là trong chóp mắt! Vì vậy, tôi xin nhắc lại, tôi khuyến nghị các bạn đọc nên giải bài 
tập theo kiểu tự luận một cách căn cơ để có thể đối mặt với các bài toán ‘ ’ chống MTCT” 

STUDY TIP 


Mith À. 




2X+1 


3K3+K2+2 

0.8164965809 


Dạng 4 : Dạng vô định O.oo 


Bài toán : Tính giới hạn lim [u(x)v(x)] khi lim [w(x)l = 0 và lim [v(x)l = +00 

w X—».*0 X—»Xq X—»Xq 

Phương pháp : Ta có thể biến đổi lim [u(x)v(x)] = lim để đưa về dạng ^ hoặc 

*->Xa x->*a 1 ' 0 


v(x) 


lim [u(x)v(x)] = lim để đưa về dạng —. 

x-»x 0 x^x 0 1 * 00 
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Tuy nhiên, trong nhiều bài tập, ta chỉ cần biến đổi đơn giản như đưa biểu thức vào trong/ ra 
ngoài dâu căn, quy đồng mẫu thức .... Là đưa được về dạng quen thuộc. 

Ví dụ 1 : Giới hạn lim — (—ỉ—-1) bằng : 

*->0" X x + 1 


A. 0 B. -1 c. 1 D. -00 

Đáp án B 

Phân tích : Ta có lim — = -oo; lim(—!— -1) = 0 nên chưa có thể áp dụng các định lí, qui tắc để 

*->0 X *->0 x + ỉ 

tính giới hạn. 

Lời giải: 

Cách 1 : Ta có lim — ( -1) = lim = lim — = lim —ỉ- = -1 

X X + 1 xịx + 1) *-> 0 - x(x + 1) *-> 0 - X + 1 

Cách 2 : Sử dụng MTCT tính giá trị hàm số tại -0,00000001 ta được kết quả như hình bên. Do 
đó chọn đáp án B, tức lim — (—— -1) = -1 

X X +1 


STUDY TIP 


Math A 


Msir-1) 

- 1.00000001 


Ví dụ 2 : Giới hạn lim(x-2).ỉ , x bằng : 
• • /" 2 ' V V -4 6 

B. -00 


A. + 00 

Đáp án c 


c.o 


D. 1 


Phân tích : Vì lim (x - 2) = 0; lim J = +00 nên chưa có thể áp dụng các định lý và qui tắc 


để tính giới hạn. 


Cách 1 : Với mọi X > 2 ta có : (x-2). 


Lời giải: 


X (x — 2)x _ (x-2)x 

X 2 -4 _ V JC 2 -4 "V x + 2 


Do đó lim(x-2).l x = lim =0. Vậy chọn đáp án c 

££ V X 2 -4 x + 2 J H 


Cách 2: Sử dụng MTCT 


2x + l 


Ví dụ 3: Giới hạn lim (x + l),/ _ ^ A-ri bằng: 
• \ 5x 3 + X + 2 5 


_V2 

A. 2 

Đáp án B 


>^Õ 


B. 


C. 5 


D. -y/ĩ 


Phân tích: Ví dụ tương tự đã được nghiên cứu trong phần dạng vô định 


00 


00 


Tuy nhiên vì +1) - °°; bni J 

J x—>—co X— »-co y 

O.00 


2x + l 


5 X + X + 2 


=0 


nên giới hạn này cũng có thể coi như dạng 


Lời giải 
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Cách 1: Với X<—1 ta có -^+1<0 nên x+\ = -Ặx+ĩỷ . Do <JÓ 


" ư nen ^ i — ỵ K-* T V . 

/ (■y+l) 2 (2x+ì)~ _ yỊĨÕ 
5 \ 5x 2 + X +2 5 


hm(x + l)./—lim 

V5* + V + 2 x^-co\ị 5v + X+2 

Vậy chọn đáp án B 

Cách 2: Sử dụng MTCT. Tính giá trị hàm số tại x = 10 ta được kết quả như hình bên. So 
sánh các đáp số A, B, c, D ta chọn đáp án đúng là B. 

STUDY TIP 

Ta chỉ quan tâm đến lũy thừa bậc cao nhất là x . Hệ số của x trong ( x + l) là l 2 do 
(x+l) = X 2 +2x+l Hệ số của X trong 2x + 1 là 2 nên hệ số của x trên tử là 1 -2. Ở đây 
không nhất thiết phải khai triển tích thành đa thức để tìm hệ số của x . 


Math i 


<x+w 


2tf+l 


Ví dụ 4: Giới hạn Hin(xsin ) bằng 

• • X^+X) ỵ c> 


A.o 

Đáp án B 


B. 1 


5X 3 +X+2 

07632455532 


c. +co 


D. Không tồn tại 


Phân tích: Vì lim _ 0 nên lim sin - 0 . Ta có dạng O.°o Lời giải như sau : 

X—>+oo ỵ x^+oo ỵ . o O 

Lời giải: 


. 1 . 


. 1 

sin — 

X 


Cách 1 : Ta có : lim (A-sin^) = lim —- 

H-00 ỵ X—»+00 1 

X 

1 ~ ,, „ , ._ L sint , 

Dăt í = — và li m t = 0 thì lim ục sin—) = lim —— = 1 

• X X-H-oo x ^+00 ỵ x^+oo ị 

Cách 2: Sử dụng MTCT ( Lưu ý chuyến máy về chế độ Radian) 

STUDY TIP 

0 

Ở ví dụ 4 ta đã chuyển dạng O.co thành Q do ta liên tưởng đến giới hạn đặc biệt 1™ 


. sinx 


= 1 


x^o X 


Ví dụ 5: Giới hạn li ni (— x)tanx bằng 

+!) 2 


A. 1 

B. 0 

C. -°° 

Đáp án A 

Phân tích: vì 

lim (—-*) = 0 

sinx 

; lim íanx= lim —— = 

'Vĩ 2 

Hjĩ Hjĩ cos * 


D. Không tồn tại 


Lời giải: 
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Chuyên đề giói hạn và liên tục 

Cách 1 : Đặt t = lZ~ x thì x = ~ _ lim t = 0 và 
L L 


.,7t . 

_ _ sin(^--í) 

,7t ,7t . A ?. t 

- x) tan x-t tan(— - 1) = t- 3 -= —— cos£. Do đó 

2 2 cos(|-<) sin ' 


lim (ĩ- - x) t anx= li m —Ị— cost = 1 

c _y *y 2 '-> 0 + sin t 


Cách 2 : Sử dụng MTCT 

STUDY TIP 

lim íanx=+oo; lim íanx=+oo Lưu ý để tránh nhầm lẫn giữa hai giới hạn này 


Dạng 5 : Dạng 


2 ) 
00 — 00 


Bài toán : Tính Ịlm \- u ( x ) v (x)] khi Ịịm u ( x ) — +G0 và Ịlmv(x) — + 00 Hoặc t ính 

X—»x 0 X—»Xq x^Xq 

lim [ u(x ) + v(x)] Lbi lim u(x) = +CO v > t limv(x) = -co 


*-Wò 




*-«Ó 


Phưcmg pháp : Nhân hoặc chia với biểu thức liên hợp (nếu có căn thức) hoặc qui đồng để đưa 
về cùng một phân thức ( nếu chứa nhiều phân thức). 


Ví dụ 1 : Giới hạn +x v^"+ĩj bằng 


A. 2 B. Ị C. +G0 


D, 


—co 


Đáp án A 

Lời giải: 

Cách 1: 

Phân tích: Ta thấy lim Vx +x = +co; lim Vx +1 = +CO n g n bài này thuộc dạng 00 - 00 . Tương 
tự như giới hạn dãy số, ta nhân chia với biểu thưc liên hợp. Lời giải cụ thể như sau: 

, 1 


Xa có: lim (Vx 2 +x - Vx 2 +1) = lim 

X-*+oo \ ) X->+oc 


x-l 


^ +co Vx 2 +x+ 


■ - — = lim - 

Vx 2 +1 


X 


/ 1 ■+-+ 4 /1 + 


__ 1 
T~ 2 

X 2 


Cách 2: Sử dụng MTCT 

Ví dụ 2: Giới hạn li^m Ụ9x 2 + X +1 + 3xj bằng 


2 

A.3 

Đáp án D 


B. 


2 

3 


1 

6 


D. 


1 

6 


Lời giải: 

Phân tích: Ta có 1 dn \Ỉ9x + X + 1 = +oo; lim (3x) = -00 n g n bài này thuộc dạng vô 
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định co -00 (mặc dù biểu thức của hàm số lấy giới hạn có hạng tổng). Ta tiến hành nhân chia 
với biểu thức liên hợp. Lời giải cụ thể như sau: 


Ta có 


6: limỊ^ 


9x + X +1 + 3x I — lim 


H' 


x + l 


^9x 2 + x + 1 -3x 


= lim 


x + 1 


-xj 

Ị» + ỉ + -L-3* 

V 

X X 


i + i 


= lim - 

X —>+00 


I9 + - + 4-3 3 3 6 

X X 


= —Vậy chọn đáp án D. 


Cách 2: Sử dụng MTCT tính giá trị hàm số tại X = -ÌO 10 ta được kết quả như hình bên. Sử 

dụng ki thuật tìm dạng phân số của một số thập phân vô hạn tuần hoàn ta được -0,1(6) = —- 

6 

(xem lại phần giới hạn dãy số). Vậy chọn đáp án D. 

□ Studytip: 



19 Math i 


Math A 


J9X 2 +X+1 +3ÍÍ 
-0.16GGGG6G7 


(9X 2 +X+1+3X 
-0.1666666G7 


Ví dụ 3. Giới hạn lim í \Ì4x 2 + 3x -n/8x 3 + 2x 2 +7) bằng: 

x^+oo \ / w 


A. 


13 

24 




c. - 


Lời giải 


13 

24 


D. — 


12 


Cách 1: Phân tích: 


Vì lim -y/ĩx 2 + 3x = +co; lim ^/8x 3 + 2x 2 +1 = +00 nên đấy cũng là dạng vô định co - co. Tuy 

X—>+00 X—>+00 

nhiên vì là hiệu của hai căn thức không cùng bậc nên ta chưa thể nhâ chia với biểu thức liên 

hợp luôn được. Nhận thấy X > 0 thì \J4x 2 = = 2x nên ta thêm bớt 2x rồi nhân chia liên 

hợp. 

Với x>0: V4x 2 + 3x- t/s? + 2x 2 +1 = ụỊx 2 +3x- 2xj + (lx - ịjzx 3 + 2x 2 +1 j 


3x 


2 + Ậ 

X 


s[Ãx + 3x + 2x 


4 + 23/8 + - + ^ + 3j 


o ,2 1 

8 H-1- Ỵ 

X X 


Do đó lim (V4x 2 +3 x-^8x 3 +2x 2 +l) 

X —>+00 \ / 
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= lim 

X—>+00 


2 + Ặ 

X 


4 X 2 4+2 é 


2 1 tí ° 1 


H-1-T + ỉi 


0 ,2 1 

8 H-1- Ỵ 

V XX) 


2 + 2 4 + 4 + 4 12 


Do đó chọn B. 

Cách 2: Sử dụng MTCT tính giá trị hàm số tại X = -ÌO 10 ta được kết quả như hình bên. Sử 
dụng ki thuật tìm dạng phân số của một số thập phân vô hạn tuần hoàn ta được -0,58(3) =;+ 
(xem lại phần giới hạn dãy số). Vậy chọn đáp án D. 

□ Studytỉp: 

Math i 


J4X 2 +3X-Jsx 3 +2l> 
0.583333337 



Lưu ý: Ta xem lại một Ví dụ đã trình bày ở dạng 1 như sau: 

Ví dụ 4. Giới hạn của hàm số / (x) = \Jx 2 -X - +X 2 +1 khi X — >+oo bằng: 


-co 


B. +00 


c. -1 


D. 3 


Phân tích: Ví dụ này cũng thuộc dạng co - co nhưng lại không phải là dạng vô định. Bằng các 
định lí và quy tắc, ta tính được giới hạn hàm số mà không cần phải nhân chia với biểu thức liên 
hợp. Ta xem cách giải cho tiết dưới đây. 


Lời giải 


V-T 2 -X -+x 2 +1 = 


/7 

í,-iì 

17 

( A n 

4+2 

■ ,, 1 



ra 

X 

-Jx 



1 

l x) 

V 

k x ) 

'V 

x) 

V 

X J 




(i-ỊÌ 

x) 


Í4+) 

X J 



(,-iì 


ra 

|x| = +covà lim 


X—>4-00 y 

x) 

V 

X ) 


1-2 = -1 < 0 . 


Vậy lim ịsf? -X -a/4x 2 +l) = lim |x| I 1- — 

/ X->+co Xy 


( 4+lA 


X 2 J 


■■ — 00 . 


□ Studytip: 

Cũng là 00 - 00 nhưng khi nào là xác định, khi nào là vô định? Khi nào phải nhân chia liên hợp, 
khi nào thì đưa x n ra ngoài căn rồi đặt nhân tử chung như Ví dụ 4? Đe có câu trả lời mời quý 
độc giả hãy đọc lại phần giới hạn dãy số có chứa căn. 


Ví dụ 5. Trong các giới hạn sau giới hạn nào là hữu hạn: 
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c. lim ịx—\ll+x+ 2x 2 ). 

X—H-00 \ / 
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D. lim ị^x+sỊx + 3.V+2 Ị. 

Lời giải 

Cách 1: Với các kết quả đã biết phần giới hạn dãy số có chứa căn, ta thấy ngay đáp án là D. 


Thật vậy: 

□ 


ặt vặy: 

lim V4x 2 +4x+3 = +oo; lim ( 2x ) = +CO => lim ( V4x 2 +4x+3 + 2x| = +00. 

x^+oo X—»+0O v \ ) 

im V2x 2 + X +1 =+oo; lim (— 3x) = +oo=> lim (v2x 2 + X + 1— 3x| = +00. 
lim ịx- -\/l + x + 2x 2 ) = lim X 1-,/- 

X—»+-0O \ / X—»+-0O ^ ]Ị J 


X—>+oo 

□ lim 

X — >—oo 


□ 


WẶ + r + 2 

I X X 


do lim X = +oo; lim 


X—»+00 


X—»+GO 


í , 

1 1 ì 


'—J + — + 2 

l V 

X X y 


= 1-V2<0. 


lim í X + "VX 2 + 3x + 2 ì = lim 3x + 2^-_ 

’ x ^-™ \jx 2 +3x + 2-x x ^ 


3 + - 


Cách 2: Sử dụng MTCT để tìm lần lượt các giới hạn. 

bằng: 

*-«'VX~-+ X-L) 

A. +00 


r 3 2 , 
1 + - + ^-1 

X X 


-3 
' 2 ■ 


^ ^. ( 1 1 3 

Ví dụ 6. Giới hạn lim - -—— 

• x-Ĩl\x 2 -4 x-2) 

B. -GO 


c. -3 

Lời giải 


D. -2 


00 — 00. 


Ta CÓ lim 

X— »2 + 


Cách 1: Vì lim 1 - = +co; lim —ỉ— = +CO nên ta có dạng 

*4+x 2 -4 x—ỳX x-2 

Theo phương pháp đã nêu từ đầu, ta đi quy đồng mẫu số các phân thức. 

1 1 ì 1: r 1 1 1 1: ___ —X — 1 

-4 x-2y Í2?^(x-2)(x + 2 ) (x-2)J ^2? (x-2)(x + 2) 

-JQ _ I _^ r 

= -Ị- < 0, lim (x-2) = 0 và X— 2 >0 với mọi x> 2 nên theo quy tắc 2, 

lim ( -ỉ— = lim 7 - * 1 — = -00. Do đó chọn B 

7^2\x 2 -A x-2) *“x( x _2)(x + 2) 

Cách 2: Sử dụng MTCT tính giá trị hàm số tại X = 2,00000001 ta được kết quả như hình bên. 

... . r 1 lì 


Vì lim 7-— 

222 ; (x + 2) 4 

1 1 ^ 


_ ^ . ( 1 1 

Do đó chọn đáp án B, tức là lim ——7 -- 

*-£\x 2 -4 x-2 


= — 00 . 















































Ví dụ 7. 


Câu 1: 


Câu 2: 


Câu 3: 


Chuyên đề giói hạn và liên tục 


Math ả 


* 2-4 X -2 

-75ŨŨŨŨŨŨ.ŨG 
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Cho a và b là các số thực khác 0. Tìm hệ thức liên hệ giữa a và b để giới hạn: 


lim 

X —>2 


a 


b 


là hữu hạn: 


X -6x + 8 X -5x+6y 
A. a—4b = 0. B. a - 3b = 0. c. a — 2b = 0. 


D. a-b = 0. 


Lời giải 


a b a b 

Cách 1: Ta có —:——-— — 7— -- = 7 - -77 -— - 7 - —7 -— 

x 2 -6x + 8 x 2 -5x + 6 (x-2)(x-4) (x-2)(x-3) 

a(x — 3 )— bịx — 4 ) g(x) 

(x-2)(x-3)(x— 4 ) (x-2)(x-3)(x— 4 ) 


Ta có lim(x— 2 ) = 0; lim (x-3) = —1; lim (x— 4 ) = — 2; lim g(x) = 2b-a. 

x->2- v 7 x->2- v 7 x->2~ v 7 x->2- v 7 

Do đó nếu lim g (x) ^ 0 <íí> 2b - a ^ 0 thì giới hạn cần tìm là vô cực theo quy tắc 2. 

*-> 2 “ 

Từ đó chọn được đáp án đúng là c. 

(Thật vậy, nếu lim g (x) = 2b — a = 0 thì 

b bx-2b b 


X — >2 


X 


Và do đó lim 

X — >2 


a D _ ỜX-ZỜ _ b 

-6x + 8 x 2 -5x + 6 (x-2)(x-3)(x-4) (x-3)(x-4) 


a 


x 2 -6x+8 x 2 -5x+6 


^ b b 

= lim 7-—7-77 = -. 

) (x-3)(x-4) 2 


Cách 2: Sử dụng MTCT. Với mỗi đáp án, lấy các giá trị cụ thể của a và b , thay vào hàm số 
rồi tính giới hạn. 

Từ đó chọn được đáp án là c. 

c. BÀI TẬP RÈN LUYỆN KỸ NĂNG 

DẠNG 1. BÀI TẬP TÍNH GIỚI HẠN BẰNG CÁCH SỦDỤNG ĐỊNH NGHĨA, ĐỊNH LÍ, 
QUY TẤC. 

Tìm tất cả các giá trị của tham số thực mđể B>1 với B = limỊx 3 + 3x + m 2 -2 rnj. 

A. m<lhoặc m> 3 B. m<— lhoặc m> 3 c. —l<m<3 D. l<m<3. 


Cho hàm số /(x) = 


* 2+1 khix<\ 

\ — X . Khi đó lim f(x) bằng: 


X—^1 


V2x-2 khi X > 1 

A. 0 B. 2 c. -00 

Trong các hầm số sau, hàm số nào có giới hạn tại điểm X = 1? 


D. +00 






























Câu 5: 


Câu 6: 


Câu 9: 


Chuyên đề giói hạn và liên tục 

A •/(*)= 1 


M v - g{x)= jk 


Hội toán Bắc Nam 

C.h(x) = -ịỊ= D. = 

VI - X X -1 


Câu 4: Chọn khẳng định đúng. 


A. limcos—= 0 

x^>0 X 

tại. 


B. limcos— = -1 

*->0 X 


c. limcos — = 1 

x->0 X 


D. limcos— không tồn 

x—>0 X 


Trong các giới hạn sau, giới 

hạn nào bằng -00? 


A. Um 1 

X-++00 

(5x — X +x+l^. 


B. 

c. Um| 

x^+00 

(4x 2 -7x 3 +2). 


D. 

Trong các giới hạn sau, giới 

hạn nào bằng -00? 


A. Um 1 

X—H-00 

Ụ 4 X 2 +4x + 3 + 2xj 


B. 

c. Um 1 

X—H-00 

ị^4x 2 +4x+3 —xj. 


D. 


B. lim (2x 4 + 3x + l). 
D. Um (3x-x 5 + 2 ). 

X —>—00 V ' 


. lim ( 4' 

X —^—00 \ 


4x 2 +4x+3-2x 


)• 


Câu 7: Trong các giới hạn sau, giới hạn nào bằng +00? 


A. lim 


6 -x 2 


B. lim 


\ỊĨ-2 x 


>(- 3 ) + 9 + 3x *->(-!)' 5 + 5x 

Câu 8 : Trong các giới hạn sau, giới hạn nào là vô cực? 


5-3x 3 

c. lim — 

x ~^~ 2 {x-2) 


4 • 


2x 3 -4 

D. lim -ị 

x ^“' (x+l) 


A. lim. 3 , 


'x 2 - x + 1 


«4 X +2x 


D X 3 + 2x 2 

B. lim ———-- 

- t -K- 2 f ịx 2 -x + ó) 


2 • 


c. lim 

X —>3 


9x 2 -X 

^|(2x-1)(x 4 -3)' 


D. lim- 


(2x-l) 


X +X + 1 


Trong các giới hạn sau, giới hạn nào là vô cực? 
A. Um 3 


^5x 2 +X + 2 + 4x 

2-sỊĨ^c 


B. lim 

Jt->0 


(x-2) 3 +8 


X 


r a/x 2 + X + 

c. lim -——- 

X + X 


D. Um 


4x 3 - X 3 + 2 

Câu 10: Tìm tất cả các giá trị của tham số thực m sao cho hàm số /(x) = mx+yj 9x 2 -3x+l có giới 
hạn hữu hạn khi X —>+ 00 . 

A. m = —3 B. m + -3 c. m>0 D. m<0 

0 


DẠAG 2. GIỚI HẠN VÔ ĐỊNH DẠNG 4. 


lim V 
Câu 11: Giới hạn x_> " 2 * + 2 

A. Bằng 3 B. Bằng -3 c. Bằng 0 D. không tồn tại 

,. 7 7 X 4 -a A 4 

Câu 12: Cho a là một sô thực khác 0. Kêt quả đúng của lim——— băng: 


x-a 


































Câu 13: 


Câu 14: 


Câu 15: 


Câu 16: 


Câu 17: 


Câu 18: 


Câu 19: 


Chuyên đề giói hạn và liên tục Hội toán Bắc Nam 

A. 3 a 3 B. 2 a 3 c. a 3 D. 4 a 3 

Cho c = lim—— /7U + m — -,m là tham số thực. Tìm m để c = 2. 

7Ti X 2 -1 

Ả. m = 2 B. m = —2 c. m = 1 D. m = — 1 


Cho a và ^ là các số thực khác O-Nếu lim 
A. 2 B. -4 


. X 2 + ax + b 


■*- >2 X - 2 

c. -6 


= 6 thì a +b bằng: 

D. 8 


1 'sl -ĩ 

Cho a và b là các số thực khác 0. Giới hạn lim— T —p—bằng: 


A ữ 

A. — 


b.-A 


x^° sin bx 

c.ụ 

b 


D. -- 

b 


2 b 2 b 

Cho a,b,c là các số thực khác 0, 3b — 2c ^ 0. Tìm hệ thức liên hệ giữa a,b,c để: 

tan ax _ 1 
yjĩ+bx — yjĩ+cx 2 


lim- 

*->0 


A. 


a 


1 


3b-2c 10 


B. 


a 


1 


3b-2c 6 


c. 


a 


1 


3b-2c 2 


D. 


a 


1 


3b-2c 12 


v „ sin(x-l) i 

Cho m và n là các sô nguyên dương phân biệt. Giới hạn lim— 77 —băng: 

X * ^ X X 


A. m — n 


B. n - m 


c. 


1 


D. 


1 


m-n 


n-m 


Để tính giới hạn lim 1 , bạn Bính đã trình bày bài giải như sau: 


X->1 


X — 1 


Bước 1: Ta có: 


lim 

*->i 


>/5x-4 - V2x-1 ự5x-4 -1 \/2x-1 -1 

- —7 -= lim—-— lim—-— . 

X -1 *- >1 X -1 X -1 


V5jc-4-1 


, „ V— . , 5 x-1 5 5 

Bước 2: lim———-— = lim-- v —- = lim— 7 — = —. 

x ~* 1 x-l X-* 1 (x-l)w5;c-4+lj ^W5x-4 + l 2 


>/2jc-1-1 


= 1 . 


, „ Y _ , A 2 x-1 2 

Bước 3: lim——— 7 — = lim-- v —- = lim —7 — 

x-1 x^ì (x-])Ụ2x-\ +lj x ~* 1 V2x —1 +1 

_ . V5x-4 -a/2x-1 5 3 

Bước 4: lim---—--= ^-1 = ^. 

X — 1 2 2 

Hỏi lời giải của bạn Bính đã mắc lỗi sai ở bước nào? 

A. Bước 1. B. Bước 2. c. Bước 3. D. Bước 4. 


Ẩ ị/sx + ĩĩ - yfx + ĩ m _ m Ẵ Ắ Ẵ _ 

Biêt lim-r—-— 1 —-= — trong đó — là phân sô tôi giản, m và n là các sô nguyên 

x-> 2 X — 3x + 2 n n 

dưcmg. Tổng 2 m+n bằng: 












































Câu 20: 

Câu 21: 

Câu 22: 

Câu 23: 

Câu 24: 

Câu 25: 

DẠNG 
Câu 26: 

Câu 27: 

Câu 28: 


Chuyên đề giói hạn và liên tục 
A. 68 ' B. 69 

D .Ẵ. V6x-9 -ìỊllx-54 m 

Biêt lim-- —7 „ -—T = — 

3 (x-3)(x 2 +3x-18J n 


c. 70 


Hội toán Bắc Nam 
D. 71 


= —, trong đó — là phân số tối giản, m và n là các số nguyên 
n 


dưcmg. Khi đó 3 m+n bằng: 

A. 55 B. 56 c. 57 

n -r ., V3x-2 -75x-4 ì 

Giới hạn lim----băng: 

(x-1) 2 

A. —co B. +00 c. 0 

Trong bốn giới hạn sau đây, giới hạn nào bằng 0? 


D. 58 


A. lim 


X — 1 


X -1 


X 2 -ỉ 

B. lim —7————. 

x—*(-2) + X 2 — 3x + 2 


c. lim 

X — >-3 


-X 2 -x + 6 


X + 3x 


D. 1 


D. lim 


(x 2 -x-6) 

„3 7 o „2 


X + 2x 


Trong bốn giới hạn sau đây, giới hạn nào khác 0? 
X — 3x + 2 


A. lim _- 

^2- 72-X 


B. lim 

X —>3 


c. lim 


X 2 -3x+2 


X 2 -9 

ự(x 2 +l)(3-x) 

1 


a/x 2 +2x + 1 

Trong bốn giới hạn sau đây, giới hạn nào không tồn tại? 

X 3 +8 


D. lim * 1 . 

^ 477 \ 


A. lim 


*- 2 x +llx + 18 


B (*+3) 3 -27 V3x 2 +x 4 

B. lim- - 2 --. c. lim- 


X — »0 


xNỎ 2x 


Trong các giới hạn sau đây, giới hạn nào không hữu hạn? 


A. lim 


2x 2 +X-10 


x->2 X — 8 


B. lim 


X 2 - 4x + 3 


x—>3 + X -6x +9 


,, x — 2 

c. lim—7===—. 

X -* 2 47 + 5-3 


„ xx + 2 

D. lim . — 

x->(-2) + X + 3x + 2 


\-4x-l 

D. lim-f——. 

X -9 


ỉ: GIỚI HẠN VÔ ĐỊNH DẠNG —. 


00 


Trong bốn giới hạn sau đây, giới hạn nào bằng -1 ? 


A. lim 


x 2 -l 


B. lim 


X 3 - X 2 + 3 


c. lim 


2x + 3 


x + 1 5 x 2 -x 3 *-^x 2 -5x 

Trong các giới hạn hữu hạn sau đây, giới hạn nào là lớn nhất? 


D. lim 


2x 2 + X — 1 


3x + X 


A. lim 

X—»+co 

X 

u> 

1 

B. lim 

X — >—00 

c. Um 

X — >—00 

(x 2 +l)(2x 2 -x + 4) 

D. Um 

X—»+00 

X 3 (3x + l) 


(2x 4 + x)(x + l) 

(3x 2 +l)(2-x 3 ) 
(2x 4 + x)(x + l) 


Trong các giới hạn sau đây, giới hạn nào là -00 ? 


A. lim 


-2x 2 + X -1 


B. lim 


3x + X + 5 


c. lim 


1 - 3x 3 + X 


^+00 5 + X - 2x 


.2 • 


D. lim 


3x - X + 1 


*- > - 00 2-x-x 


3 + X 


l + 2x 













































Chuyên đề giói hạn và liên tục 
Câu 20. Tính giới hạn lim + ^ x + 
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A. -. 
2 ' 


* 00 4 4x 2 +1 — x+2 

B. \- 

3 


c.-|. 

3 


D. 

2 


Câu 21. Cho a ,ò,c là các số thực khác 0. Tìm hệ thức liên hệ giữa a,b,cđề 


ax-b4 9x 2 +2 _ 

lim- 1 —--= 5 . 

cx +1 

a-3ỉ> , 

A. -—— = 5 . 


B.^ = -5. 


c.+t» = 5. 


D.£±» = _5. 


Câu 22. Cho a và b là các tham số thực . Biết rằng lim 

X—»+00 

hệ thức nào trong các hệ thức dưới đây ? 

A. a+b= 9. B. a+b = —9. 

Câu 23. Trong các giới hạn sau , giới hạn nào là -00 ? 

2x 4 - X -1 


4x + 3 X + 1 


A. lim 

X +X + 2 
44 +X-11 

c. lim - —— 

-^ +cc 2x + X + 1 


CX +1 

c. a-b=9. 

X 2 -5x + 2 


— (ax + b ) =0 ,a vàỉ>thỏamãn 
D. a—b = —9. 


B. lim 


l+2x 


_ ,. 4x 3 + 2x 2 +1 

D. lim 


4Ĩ-2x 


Câu 24. Tìm giới hạn nhỏ nhất trong các giới hạn hữu hạn sau. 


A i;„ 444-2 

A. lim ■ 

3x 3 -1 

x4x 


B. lim ?! 

X —» 00 \Ị 


c. lim 


x“ —X+ 2 

Câu 25. Trong các giới hạn hữu hạn sau , giới hạn nào là lớn nhất? 


2x —X 2 
8x — X + 3 
2|x| + 3 

D. lim — . 

+X+5 


A. lim 2 

X-»+oo \j 


c. lim 

X—»+00 4 


í(2x-5)(l-x) 2 
3x —X+1 


X + X + 2 


B. lim 


D. lim 


(2x-lWx 2 -3 
im -- L ——„ - . 

++ r - s V- 2 


x-5x 
3-2|x| 


Ị(x 3 +i)(3x-i) ■ ^4444- 

Câu 26. Trong các giới hạn hữu hạn sau, giới hạn nào là nhỏ nhất? 

B. hm(l-2x) 1 

X—»—co v 7 


,. 44 - X + 2x 

A. hm 


c. lim 

X —»—00 


3-4|x| 

44 -X - 444 +1 


x 3 -l 


2x + 3 

DẠNG 4: Giói hạn vô định dạng O.oo 

Câu 27. Cho a là một số thực dương. Tính giới hạn lim 

X^a 

1 


D. lim 


1 3x + 4x + 2 


X »+00 V 9x + 5x + 4 


11 

Vx a) 


(x-a) 


A. bằng 


2 • 


B. là + 00 . 


c. là -00. 


D. không tồn tại. 


Câu 28. Trong các giới hạn sau , giới hạn nào là hữu hạn ? 
A. lim(x + l) 

X—»+00 ' 7 


X 


2x + X +1 


B. lim (x + l)^ 

X—»+00 v 7 


3x 
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Chuyên đề giói hạn và liên tục 

c. lim(x + 2)./- 

X->+cc v ' V J 


x-l 


X + x 

Câu 29. Trong các giới hạn hữu hạn sau , giới hạn nào là nhỏ nhât? 


D. lim(x 2 + l)j 

X-»+oo V ' V 


2x 4- X 4-1 


2x + l 
X 4- X 4- 2 


A. lim(x + l). 

X —>—co v 7 


c ' Sỉỉh 1 - 1 )]^- 


Câu 30. Tính giới hạn lim X 2 


B. lim(l-2xV 

X —»+00 v 7 


3x-ll 
I x 3 +l 


D. lim(2-3x),í 

X —»—00 ' 7 y 


X+1 


5x + 2x +1 


x+2_ J x + 3 


A. -. 

2 ■ 


X 


B. 0. 


X 


c. +00. 


D. -00 


Câu 31. Tính giới hạn lim tan 2x tan 


7 n ^ 

— X 


X —>— 

4 


V 4 J 

+ 

A. 2. B. 0. 

DẠNG 5: Dạng vô định 00-00 

Câu 32. Cho n là một số nguyên dương. Tính giới hạn lim 

A. B.^ 


c ‘ 

2 


D. 


í 




n 


1 


\ 


v l-x" \-x) 
„ H + l 


D. 


n + 2 


1 3 M .,^1 

X-ỉ X 3 -1 . Với giá trị nào của m thì hàm số /(x) có giới hạn 


Câu 33. Cho hàm số / (x) = •* 

mx + 2 khỉ X < 1 

tại điểm X = 1 

Ã. 2 B.-l. c. 1. D. 3 

, , I ỵ 

Câu 34. Tìm tât cả các giá trị của tham sô thực k sao cho giới hạn lim(——- —) là hữu hạn. 

*- >1 x-l X -1 

A. k = 2. B. k + 2. c.k<2. D. k>2. 

Câu 35. Trong các giới hạn sau đây, giới hạn nào là -1 ? 

A. lim (Vx 2 +2x — x) . B. lim (V* 2 + 2x + x) . 

X—»-00 X —»—00 

c. lim( a/x 2 +2x + x). D. lim (Vx 2 +2x - x). 

*-►+«; ^ +CO 

Câu 36. Giới hạn lim (Vx 2 - 3x + 5 +ax) = +00 nếu. 

X —»—00 

A. a > 1. B. a<\. c. a > 1. D. a < 1. 

Câu 37. Cho ứ và h là các số thực khác 0. Biết lim (ax - >/x 2 + hx + 2) = 3, thì tổng ứ +b bằng 
A. 2. B. -6. c. 7. D. -5. 

Câu 38. Cho « và b là các số thực khác 0. Biết lim (ax+b-Vx 2 -6x + 2) = 5 số lớn hơn trong hai số 

X —»+00 

a và b là số nào trong các số dưới đây? 

A. 4. B. 3. c. 2. D. 1 . 

Trong các giới hạn dưới đây, giới hạn nào là vô cực? 

A. lim (y/2x 2 + X - a/2x 2 +3) . B. lim (^4x 2 +X + 1 + 2x) . 

X —»—00 X —»—00 


Câu 39. 
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c. lim (V9x 2 + 3x +1 + 5x) . D. lim (V3x 2 +1 - V3x 2 +5jc) . 

X —>—00 X—>—00 

Câu 40. Biết lim (V9x 2 + 2x + ịỊrhc 3 +4x 2 +5) = -— trong đó — là phân số tối giản, m và n là các 

n n 

số nguyên dương. Tìm bội số chung nhỏ nhất của ffl vàn. 

A. 135. B. 136. c. 138. D. 140. 

Câu 41. Cho a và b là các số nguyên dương. Biết lim(y/9x 2 + ax + \f 2 jx 3 +z?x 2 +5) = , hỏi avầ b 

27 

thỏa mãn hệ thức nào dưới đây? 

A. a + 2b = 33. B. tì+ 26 = 34. c. a + 2Z? = 35. D. 0 + 26 = 36. 

HÀM SÓ LIÊN TỤC 

A. LÝ THUYÉT 
1. Định nghĩa 

Định nghĩa 1 

Cho hàm số Ị/ = /(x) xác định trên khoảng (ữ,b) và x () e (a;h). Hàm số y = /(x) được gọi 
là liên tục tại Xq nếu lim /Íx) = /(xq). 

Hàm số y = f{x) không liên tục tại Xq được gọi là gián đoạn tại điểm đó. 

STUDY TIP 

Khi xét tính liên tục của hàm số tại một điểm, đặc biệt lưu ý đến điều kiện hàm số xác định trên 
một khoảng (dù nhỏ) chứa điểm đó. 

Định nghĩa 2 

Hàm số y = f[x) được gọi là liên tục trên một khoảng nếu nó liên tục tại mọi điểm của 
khoảng đó. 

Hàm số y = f{x) được gọi là liên tục trên một đoạn [ữ,h] nếu nó liên tục trên khoảng {a',bj 
và lim/(x) = /(a); lim/(x) = /(fr) 

X—>fl + X-»ỈT 

Khái niệm liên tục của hàm số trên nửa khoảng như [a;b) / (a;b] / [a;-i-oo),(^x>;Ỉ7j được định 
nghĩa một cách tương tự. 

STUDY TIP 

Đồ thị của hàm số liên tục trên một khoảng là một “đường liền” trên khoảng đó 




























Chuyên đề giói hạn và liên tục 
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Đồ thị của hàm số liên tục trên khoảng 

Đồ thị của hàm số không liên tục trên khoảng 

(a;b). 

(a;b). 


Định lý 2 

Giả sử y = /(x) và y = g(x) là hai hàm số liên tục tại điểm x 0 . Khi đó: 

a) Các hàm số y = /(x)+g(x),i/= /(x)-g(x),i/= /(x).g(x) liên tục tại điểm X Q . 

, f(x ) , , , . 

b) Hàm sô y = 7 ( liên tục tại điêm X nêu <?( X) 0. 

s(*) 


STUDY TIP 


Tổng, hiệu, tích, thương của hai hàm số liên tục tại một điểm là những hàm số liên tục tại điểm 
đó (trong trường hợp thương, giá trị của mẫu tại điểm đó phải khác 0). 

2. Một số định lí Ctf bản 
Định lí 1 

a) Hàm số đa thức liên tục trên toàn bộ tập số thực M. 

b) Hàm số phân thức hữu tỉ (thương của hai đa thức), các hàm số lượng giác, hàm số lũy thừa, 
hàm số mũ và hàm số logarit liên tục trên từng khoảng của tập xác định của chúng. 

(Các hàm số lũy thừa, hàm số mũ và hàm số logarit sẽ được học trong chương trình lóp 12) 

STUDY TIP 


Các hàm số sơ cấp liên tục trên từng khoảng xác định của chúng 


Định lí 3 

Nếu hàm số y = f (x) liên tục trên đoạn \a\b\ và /(«)./( b ) < 0 thì tồn tại ít nhất một điểm 
ce(a;Z?) sao cho /(c) = 0. 

Nói cách khác: 

Neuhàmsố y = /(x) liên tục trên đoạn \a\b\ và /(a)./(ỉ>)<0 thì phương trình /(x) = 0 
có ít nhất một nghiệm nằm trong khoảng (a;bj. 

STUDY TIP 

Một phương pháp chứng minh phương trình / (x) = 0 có nghiệm trên khoảng ( a;b ): 

- Chứng minh hàm số y = f (x) liên tục trên đoạn [a;b]. 

-Chứng minh /(ữ)./(z?)<0. 

B. CÁC DẠNG TOÁN VÈ HÀM SÓ LIÊN TỤC 
DẠNG 1. XÉT TÍNH LIÊN TỤC CỦA HÀM SÓ 




Chuyên đề giói hạn và liên tục 

Phương pháp chung: 
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Câu 1: 


Câu 2: 


Câu 3: 


Cho hàm số y = f (x) xác định trên khoảng (a\h) và x 0 <E ịa;b) . Đe xét tính liên tục của hàm 
số y = f (x) tại x 0 ta làm như sau: 

- Tính/(x 0 ); 

Tính lim/(x). 

Nếu lim/(x) = 

Nếu lim f(x) không tồn tại hoặc lim / (x 

x^x 0 ' ; X—>x 0 ' 

*(>• 

Khi xét tính liên tục của hàm số trên một tập, ta sử dụng Định lí 1, Định lí 2 đã nêu trong phần 
Lí thuyết. 

Hàm số y = f (x) có đồ thị dưới đây gián đoạn tại điểm có hoành độ bằng bao nhiêu? 


)*f( x o) thì kết luận hàm số không liên tục tại 


/ (x 0 ) thì kết luận hàm số liên tục tại x 0 . 



A. 0. B. 1 . c. 2. D. 3. 

Đáp án B. 

Lời giải 

Quan sát đồ thị ta thấy lim f(x) = 3; lim/(x) = 0. Vậy lim / (xW lim f(x) nên lim/(x) 

X—»r X—»1 + X—»r X—»1 + »1 

không tồn tại. Do đó hàm số gián đoạn tại điểm X = 1 . 

x 2 +l 

Cho hàm số f(x) = — —--—-. Hàm số f(x) liên tục trên khoảng nào sau đây? 

X +5x + 6 


B. (2; 3). 


c. (-3; 2). 


D. (— 3', +co). 


A. (—oo;3) . 

Đáp án B. 

Lời giải 

Hàm số có dạng phân thức hữu tỉ xác định trên tập họp D = (-co;- 3)u(—3;-2)u(-2;+oo) 
nên theo Định lí 1, hàm số liên tục trên các khoảng (^ 30 ;— 3);(-3;-2);(-2;+oo) . Vì 
(2; 3) cz (-2;+oo) nên đáp án đúng là B. 

STUDY TIP 

Các hàm số sơ cấp liên tục trên từng khoảng của tập xác định của chúng. 

X —2 


Cho hàm số /(x) = 


X 2 - 3x + 2 


. Chọn khẳng định đúng trong các khẳng định sau: 


A. / (x) liên tục trên M. 
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Câu 4: 


Câu 5: 


Chuyên đề giói hạn và liên tục 

B. /( x) liên tục trên các khoảng (—co; 1) và (l; + oo). 

c. /(x) liên tục trên các khoảng (-oo;2) và (2;+oo). 

D. /( x) liên tục trên các khoảng (—co; I ), (l;2) và (2;+oo). 

Đáp án D. 

Lời giải 

f(x ) là hàm phân thức hữu tỉ, có tập xác định là (-co;l)u(l;2)u(2;+co) nên theo Định lí 1, 
/(x) hên tục trên các khoảng (-oo;l), (l;2) và (2;+oo). 

STUDY TIP 

x—2 1 , , 

Thật ra rút gọn ta được f(x) = 7 —777-T7 = —— nhưng không vì thế mà kết luận / (x) 

(x-lj(x-2j x-ỉ 

trên các khoảng (^x>;l) và (1;+ oo) . 

Chú ý: Không được rút gọn biểu thức của hàm số trước khi tìm tập xác định! 

Cho hàm số / (x) = I y* ^ x . Chọn khẳng định sai trong các khẳng định sau? 

1 khi X = 0 


B. /( x) hên tục tại X = 0 . 
D./( x) hên tục trên ( 5 ; + oo). 


A. /(x) hên tục tại x = 7. 
c. /(x) hên tục trên [5;+oo). 

Đáp án B. 

Lỏi giải 

Hàm số / (x) xác định trên D = [5;+oo)u |0} . Theo định lí 1, /(x) hên tục trên [5;+oo). Do 
đó /( x) hên tục trên (5; + oo) và tại X = 7. Vậy A, c, D đúng suy ra B sai. 

Thật vậy, vì không tồn tại khoảng (a;h) nào chứa điểm X = 0 mà /(x) xác định trên (cr,bj 
nên không thể xét tính hên tục của / (x) tại X = 0. Do đó không thể khẳng định / (x) hên tục 
tại x = 0. 

, , . Í3x + 2 khi X < -1 , , 

Cho hàm sô / ( X ) = <! 2 . Chọn khăng định đúng trong các khăng định sau. 

[x-lkhix>-l 

A. /(x) hên tục trên R. B. /(x) hên tục trên (-oo;—l]. 

c. /(x) hên tục trên [—l;+oo). D./(x) hên tục tại x = —1 . 

Đáp án c. 

Lời giải 

Trên [—l;+oo), /(x) = x 2 -1 nên theo định lí 1, /(x) hên tục trên [—l;+oo). Vậy chọn đáp á 

đúng là c. 

Giải thích thêm: 

Tacó lim /(x)= lim (3x+2) = —1, lim /(x)= lim (x 2 -l) = 0. 

X —>(—l) X —>(—1^ X—>(—l) X—>(—1^ 

Vậy hm * lim nên lim không tồn tại. 

Do đó / ( x) không hên tục tại X = -1 nên A,D sai. 


án 





Câu 6: 


Câu 7: 


Chuyên đề giói hạn và liên tục 
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Mặtkhác /(-l) = (-l) 2 -l = 0. Vậy lim ^/(-l) nên /(x) không liên tục trên (-co; -l]. 

M-ir 

Do đó B sai. 

'x 3 -8 

Cho hàm số /(x) = 
liên tục tại x = 2. 

A ' 7 

A. m = —. 

2 

Đáp án D. 


x-2 x ■ Tìm tất cả các giá trị của tham số thực m để hàm số 
mx + l khi x=2 

15 


B. m = ■ 


c. m = 


13 


D. m = 


11 


Lời giải 


/ (x) xác định trên M. 

3 _ o 

Tacó f(2) = 2m+l và lim/(x) = lim——-ị- = lim(x 2 + 2x + 4) = 12. 
(có thể dùng MTCT để tính giới hạn của hàm số) 

Để /(x) liên tục tại x = 2 thì lim/(x) = /(2)<=>2m + l = 12<=>m = 


11 


Chon hàm số f(x) = 


Ậ x - 3 ) 2 


khi x^3' tất cả các giá trị của tham số thực m để hàm 


x-3 

m khi X = 3 

số liên tục tại X = 3. 

A. me0. B. mei. c. m = 1. D. m — —\. 

Đáp án A. 

Lời giải 

Hàm số đã cho xác định trên R. 


Ta có lim/íx) = lim — —— = lim ——^ = li m — = lim(-l) = -1. 

X->T X — 3 X — 3 X — 3 ^-> 3 “ v 


Tương tự ta có lim / (x) = 1 .(có thể dùng MTCT để tính giới hạn của hàm số) 

Vậy lim/(x) ^ lim/(x) nên lim/(x) không tồn tại. Vậy với mọi m , hàm số đã cho không 


X— »3 X—> 3 " 

liên tục tại X = 3. 

Do đó đáp án đúng là A. 

Ta có thể tam khảo thêm đồ thị của hàm số khi X ^ 3 để hiểu rõ hơn. 



1 y 

1 

1 

i 

1 

i 

1 

b- 

0 

3 ! X 

ỉ 

1 

1 

1 

-1 



















Câu 8: 


Câu 9: 
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Cho a và b là các số thực khác 0. Tìm hệ thức liên hệ giữa a và b để hàm số 

4ãx+ 1-1 „ 

——-khix^o v . n 

X liên tục tại X = 0. 


/M= 


4x 2 + 5 b khi X = 0 


A. a = 5b. 

Đáp án B. 


B. a = lOb. 


c. a = b. 


D. a = 2b. 


Lời giải 


Cách 1: Theo kết quả đã biết thì lim / (x) = lim + l ^. Mặt khác / (o) = 5 b .Đè hàm 


x -»0 


số đã cho liên tục tại X = 0 thì lim/ (x) = / (o) <^> ^ = 5 b a = 10 b. Vậy đáp án đúng là B. 


Cách 2: Sử dụng MTCT. Chọn các giá trị cụ thể của a và b thỏa mãn từng hệ thức rồi tính 
toán cho đến khi được kết quả lim /(x) - /(0). Chẳng hạn với hệ thức ở đáp án A, chọn 


a/5-1 15 

a = 5;b = l ta tìm được lim ——-= -/;/(0) = 5 nên không thỏa mãn. Với hệ thức ở đáp 

X 2 

a/ĨÕ -ĩ 1 

án B, chọn a = 10;b = l ta được lim———-= 5;/(0) = 5 nên thỏa mãn lim/(x) = /(o). 


x ->0 


Do đó đáp án là B. 

. dax + ì -1 a 

im __ — _ 


lim 

x^>0 X 


Cho hàm số /(x) = 


STUDY TIP 


\f2x-4 + 3 khi X > 2 

X _|_ I . Tìm tất cả các giá trị của tham số thực m để 

khi X <2 


X 2 - 2 mx + 3m + 2 


hàm số liên tục trên M. 

A. m = 3. B. m = 4. c. m = 5. D. m = 6. 

Đáp án c. 

Lời giải 

Cách 1: Hàm số xác định trên R, liên tục trên khoảng (2; + co). 

Ta có /í 2) = 3; lim/(x)= lim í^2x-4+3Ì = 3. 

v x->2 + v 7 x—>2~ V / 


Neu m = 6 thì lim / (x) = lim 


X +1 


X —>2 


x—>2 X — 12x + 20 


= -co nên hàm số không liên tục tại X = 2 . 


Nếu m 6 thì ta có lim / (x) = lim 

vT ' 7 ^ vr 


X +1 


X —>2 


*->2 X 2 - 2mx + 3m + 2 6 - m 


Để hàm số liên tục tại X = 2 thì 


6 —m 


= 3<^>6 — m = ỉ<^m = 5. 


Với m =5 thì khi x<2, /(x) = 


X +1 


X 2 — 10x + 17 


liên tục trên (-oo; 2) . 


Tóm lại với m = 5 thì hàm số đã cho liên tục trên R. 

Cách 2: Hàm số xác định trên R, liên tục trên khoảng (2;+co). 

Ta có f(2) = 3; lim f(x) = lim (V2x-4 + 3 ) = 3. 

v 7 x—>2~ v 7 x—>2~ V / 

Thử lần lượt các giá trị từ A dến c thấy m = 5 thỏa mãn lim / (x) = 3. Do đó chọn đáp án c. 

X —>2 
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Chuyên đề giói hạn và liên tục 

DẠNG 2. CH ỬNG MINH PHƯƠNG TRÌNH CÓ NGHIỆM 

Phương pháp chung: 

Một phương pháp chứng minh phương trình / (x) = 0 có nghiệm trên khoảng (a;Ề>): 

Chứng minh hàm số y = f (x) liên tục trên đoạn \a\h\ . 

Chứng minh / (a).f ịb ) < 0. 

Từ đó kết luận phương trình f(xj = 0 có ít nhất một nghiệm trên khoảng (cr,b). 

Để chứng minh phương trình / (xj = 0 có ít nhất một nghiệm ta cần tìm được hai số a và h sao cho hàm 
số liên tục trên đoạn \a\b\ và /(«)./(£>) <0. 

Ví dụ 1. Cho hàm số f{x ) xác định trên đoạn \a\b \ . Trong các khẳng định sau, khẳng định nào 
đúng? 

A. Nếu hàm số f {x) liên tục trên đoạn[a ;bị và /(a)./(z?)>0 thì phương trình f(xj = 0 
không có nghiệm trong khoảng ( a;b ) . 

B. Nếu f(a).f(bj < 0 thì phương tr ình /(v) = 0 có ít nhất một nghiệm trên khoảng (a;b). 
c. Nếu phương trình f(x) = 0 có nghiệm trong khoảng (a;b) thì hàm số y = f(x) phải liên 
tục trên khoảng (a;b). 

D. Nếu hàm số y = /(x) liên tục, tăng trên đoạn [a;Z?] và /(«]./(/?) >0 thì phương trình 
/ (x) = 0 không thể có nghiệm trong khoảng (a;b). 

Đáp án D. 

Lời giải 

A sai. Chẳng hạn xét hàm số /(x) =x 2 —5. Hàm số này xác định trên đoạn [-3;3] và liên tục 
trên đó, đồng thời / (—3)./ (3) = 4.4 = 16 > 0 nhưng lại có hai nghiệm Xị — —\Í5 ; X 2 =\Í5 thuộc 
vào khoảng (-3; 3). 

B sai. vì thiếu điều kiện f(x) liên tục trên đoạn \a\b\ . 

, Ẩ , . ịx+ỉ khi X <0 Ẵ , , r , 

c sai. Chăng hạn xét hàm sô / (x) = < . Hàm sô này xác định trên đoạn [-3; 3J, 

1 2 khi X ^ 0 

có nghiệm x = —l thuộc vào khoảng (-3; 3) nhưng gián đoạn tại điểm X = 0 e (-3; 3), tức là 
không liên tục trên (-3; 3). 

Vậy D đúng. Thật vậy: 

Vì hàm s 0 y = f (x) liên tục, tăng trên đoạn \a\b\ nên giá trị nhỏ nhất của hàm số trên 
đoạn \a\b\ là f(a ), giá trị lớn nhất của hàm số trên đoạn \a\b\ là fịb ). 

- Neu / (a) > 0 thì giá trị nhỏ nhất của hàm số trên đoạn \a\b\ là một số dương nên 
không có giá trị nào của X trên khoảng (a\b) làm cho f{x) = 0. Do 


đó phương trình f(x) = 0 không thể có nghiệm trong khoảng (a;by 
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+ Neu f{a)< 0, do f(a).f(b) > 0 nên suy ra / (z?) <0. Vậy giá trị lớn nhất của hàm số trên đoạn 

[a;b\ là một số âm nên không có giá trị nào của X trên khoảng ( a;b ) làm cho /(x) = 0. Do đó phương 
trình /( x) = 0 không thể có nghiệm trong khoảng (a;b). 

Câu 10: Cho phương trình X 3 +ax 2 +ỈXX+C = 0 ( 1 ) trong đó a,b,c là các tham số thực. Chọn khẳng 

định đúng trong các khẳng định sau 

A. Phương trình ( 1 ) vô nghiệm với mọi a,b,c. 

B. Phương trình ( 1 ) có ít nhất một nghiệm với mọi a,b,c. 
c. Phương trình ( 1 ) có ít nhất hai nghiệm với mọi a,b,c. 

D. Phương trình ( 1 ) có ít nhất ba nghiệm với mọi a,b,c. 

Lời giải 

Đáp án B. 

Dễ thấy a = b = c = 0 thì phương trình ( 1 ) trở thành X 3 = 0 <=> X = 0. Vậy A, c, D sai. Do đó B 
đúng. 

Giải thích thêm: Xét bài toán “Chứng minh rằng phương trình X 3 +ax 2 +bx+c = 0 ( 1 ) luôn 

có ít nhất một nghiệm với mọi a,b,c”. Ta có lời giải cụ thể như sau: 

Đặt/(x) = x 3 +ÚX 2 +Ỉ7X+C. Tacó: 

+ lim(x 3 +ax 2 +foc + c) = -co với mọi a,b,c nên tồn tại một giá trị x = Xj sao cho /(x,)<0. 

+ lim(x 3 +ax 2 +Ề>x+c) = +oo với mọi a,b,c nên tồn tại một giá trị x = x 2 sao cho /(x 2 )>0 

x^+oo V / ’ ... y ỵ 


Vậy /(xj)./(x 2 )<0 mà /'(x) liên tục trên R nên suy ra /(x) = 0 có ít nhất một nghiệm 
trên khoảng (x,;x 2 ). Từ đó suy ra ĐPCM. 

STUDY TIP 

Phương trình đa thức bậc lẻ ữ 2n+l x 2n+1 +a 2n x 2n + ... + a l x + a 0 = 0 trong đó a 2n+Ị ^0 luôn có ít 
nhất một nghiệm với mọi giá trị của a t ,i = 2/7 + 1,0. 

Câu 11: Tìm tất cả các giá trị của tham số thực m để phương trình: (m 2 - 3m + 2 ) X 3 - 3x+1 = 0 có 
nghiệm. 

A. me{l;2| . B. meR. c. meRA{l;2j. D. me0. 


Câu 12: 


Lời giải 

Đáp án B. 

, , ^ , 1 
Nêu m - 3m + 2 = 0: Phương trình đã cho trở thành -3x +1 = 0 <tí> X = -. 

Nếu m 2 — 3m + 2^0: theo STUDY TIP vừa nêu thì phương trình đã cho luôn có nghiệm. 
Tóm lại với mọi mel thì phương trình đã cho luôn có nghiệm. Do đó B đúng. 

Cho phương trình X 4 -3x 3 + X-^ = 0 ( 1 ). Chọn khẳng định đúng: 

8 

A. Phương trình ( 1 ) có đúng một nghiệm trên khoảng (—1;3). 

B. Phương trình ( 1 ) có đúng hai nghiệm trên khoảng (—1;3). 
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c. Phương trình (I) có đúng ba nghiệm trên khoảng (-1;3). 

D. Phương trình (l) có đúng bốn nghiệm trên khoảng (—1;3). 

Lời giải 

Đáp án D. 

Cách 1: Sử dụng chức năng Table trên MTCT: f(x) = x 4 -3X 3 + x Start: -1, End: 3, 

8 

Step: 0.2 ta được kết quả như sau: 
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Quan sát kết quả ta thấy giá trị của f(x) tại các điểm trong khoảng (—1;3) đổi dấu 4 lần. Mà 
phương trình bậc 4 thì có tối đa 4 nghiệm thực. Vậy phương trình (l) có đúng bốn nghiệm trên 
khoảng (-1;3). Do đó D là đáp án đúng. 

Cách 2: Sử dụng chức năng Shift Calc (Solve) của MTCT để tìm nghiệm xáp xỉ của phương 
trình trong khoảng (-1;3). Tuy nhiên cách này tiềm ẩn nhiều may rủi hơn cách sử dụng chức 
năng Table như trên. 

STUDY TIP 

Neu f{x) liên tục trên đoạn [a;bị và f {x) đổi dấu khi X từ a qua b thì phương trình 
/ (x) = 0 có ít nhất một nghiệm trên khoảng (a;Ễ>). 

Câu 13: Cho phương trình 2x 4 -5x 2 +x — 1-1 = 0 (l). Chọn khẳng định đúng trong các khẳng định sau: 

A. Phương trình (l) không có nghiệm trong khoảng (-l;l) • 

B. Phương trình (l) không có nghiệm trong khoảng (-2;0). 
c. Phương trình (l) chỉ có một nghiệm trong khoảng (-2;l). 

D. Phương trình (l) có ít nhất hai nghiệm trong khoảng (0;2). 

Lời giải 

Đáp án D. 

Cách 1: Sử dụng chức năng Table trên MTCT: /(v) = 2X 4 -5X 2 + X +1, Start: -2, End: 2, 
Step: 0.2 ta được kết quả như sau: 

























Chuyên đề giói hạn và liên tục 
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Quan sát kết quả ta thấy trên khoảng (-l;l) phương trình có ít nhất hai nghiệm, trên khoảng 
(-2;0) phương trình có ít nhất hai nghiệm, trên khoảng (—2;l) phưcrng trình có ít nhất ba 
nghiệm, trên khoảng (0;2) phương trình có ít nhất hai nghiệm. Vậy D là đáp án đúng. 

c. BÀI TẬP RÈN LUYỆN KỸ NĂNG 


Câu í. Cho hàm số y = f (x) có đồ thị như hình dưới đây: 



Chọn khẳng định đúng: 

A. Hàm số liên tục trên M . 
c. Hàm số liên tục trên (l; +co). 
Câu 2. Cho hàm số 


B. Hàm số liên tục trên . 

D. Hàm số liên tục trên (l;4). 





































Câu 3. 


Câu 4. 


Câu 5. 


Câu 6. 


Câu 7. 


Chuyên đề giói hạn và liên tục 

v/x + 3 — 2 . 

X > 1 
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f( x ) = 


X -1 


x 2 -ỉ 


X 2 -7x+6 


x = 1 

x < 1. 


Chọn khẳng định đúng: 

A. /(x) liên tục tại x = 6 và không liên tục tại X = 1 . 

B. /(x) liên tục tại X = 6 và tại x = \. 

c. / ( x) không liên tục tại X = 6 và liên tục tại x = ỉ. 
D. / (x) liên tục tại x = 6 và tại x = l. 

4x a + 4x 

Cho hàm số /(x) = 


khi x^O c ả c £ c giá tr ị c ủa tham số thực m để hàm 


m — 3 khi X = 0 


số liên tục tại V = 0. 

A. Không có giá trị nào của m thỏa mãn. 

c. m = 1 . 


B. m = 5 . 

D. me{l;5}. 

Cho a và b là các số thực khác 0. Tìm hệ thức liên hệ giữa a và b để hàm số sau liên tục tại 

V = 0. 

yỊãx+ĩịỊbx+ĩ— 1 

f(x) = < X 

a + b 

K.a+b = ữ . 

Cho hàm số f(x) = 


khi X ^ 0 
khi X = 0 

B. 2a+b = 0 . 

^ 3 1 ^ 


c. 3a+4^7 = 0. 


D. 3a+2b = 0. 


1 - X 3 1 - X 


khi x<\ 


. Tìm tất cả các giá trị của tham số thực m để 


nrx + 3-3m khi x>\ 


hàm số liên tục trên M. 

A. me M. B. me c. me{- 1; 2}. D. me{- i;-2}. 

y[x + 6—a 


Cho hàm số f(x) = 


- - khi x^3 ' , Ắ 

Vv + 1 - 2 . Trong đó a và b là các tham sô thực. Biêt hàm 


x 3 -(2Z? + l)x khi x = 3 
số liên tục tại X = 3. số nhỏ hon trong hai s ố a vầ b là 


A. 2. B. 3. 

Cho hàm số / (x) = • 


c. 4. 


D. 5. 


xsin— khi x> 0 

X 

acosx-5 khi x <0 


hàm số liên tục trên M. 
A. a = 5 . 

r „_!ỉ 
c. a = —. 

2 


. Tìm tất cả các giá trị của tham số thực ữ để 

B. a = l. 

D. Không có giá trị nào của a thỏa mãn. 























Chuyên đề giói hạn và liên tục 
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Câu 8. 


Câu 9. 


Câu 10. 


Cho phương trình 4x 4 + 2x 2 — X-3 = 0 (l). Chọn khẳng định đúng: 

A. Phương trình (l) vô nghiệm trên khoảng (—l;l). 

B. Phương trình (l) có đúng một nghiệm trên khoảng (-l;l) • 
c. Phương trình (l) có đúng hai nghiệm trên khoảng (-l;l) • 

D. Phương trình (l) có ít nhất hai nghiệm trên khoảng (—l;l). 

Tìm tất cả các giá trị của tham số thực m sao cho phương trình ịm 2 -5m+4jx 5 +2x 2 +1 = 0 
có nghiệm. 

A. raeIR\jl;4}. B. me(^x>;l)u(4;+oo). 

c. rae{l;4}. D. mel. 

Tìm tất cả các giá trị của tham số thực m sao cho phương trình sau có nghiệm 


Câu 8. 


Câu 9. 


Câu 10. 


(2m 2 -5m + 2)(x- 1) 2017 (jc 2018 - 2 )+ 2x + 3 = 0. 



( n 

B .me -co; 4. u(2;+co). 
V 2) 



D. mel. 




